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抽象 代数 是 现代 数学 的 一 个 重 丰 分 支 , 它 主要 研究 各 于 代数 结 
攀 ( 芭 ,具有 代数 运算 的 集合 ), 以 及 在 这 些 秆 构 中 保持 运算 的 映射 
{ 称 为 态 射 .抽象 代数 为 现代 数 党、 现代 物理 党 .现代 化 学、 计算 机 科 
学 .现代 通信 .以 及 密码 学 等 提供 了 语言 .重要 结论 和 研究 方法 .当今 
信息 时 伐 ,抽象 代数 有 了 越 圳 越 多 的 重要 应 用 .抽象 代数 课程 已 经 成 
为 大 学 数学 系 的 主干 基础 课 之 一 .如 何 教 好 这 门 课程 ?” dE dA dE H 
C, 8O 年 代 以 来 在 北京 大 学 数学 系 讲 提 抽象 代数 课 的 体会 ,把 2002 
年 秋季 学 期 给 数学 科学 学 院 210 名 学 生 讲 授 和 抽象 代 数 课 的 讲稿 整理 
成 本 书 , 并 着 重 在 以 下 几 方 面 做 了 一 些 尝 试 . 

精 选 内 容 , 抓 住 主线 .我 们 从 信息 时 代 的 要 求 出 发 , 精 选 钼 象 代 
数 课 程 的 教学 内 容 .着 重 讲 那 些 最 基本 和 应 用 最 广泛 的 内 容 * 讲 那些 
有 信息 时 代 气 息 的 内 容 .全 书 分 成 三 章 :第 一 章 群 ,第 二 章 环 ,第 三 章 
域 护 张 及 其 自 同 析 ,对 于 每 一 章 的 内 容 者 抓 住 主线 ;第 一 章 的 主线 及 
群 同 态 ,第 二 章 钦 主线 是 理想 ,第 三 章 的 主线 是 域 扩 张 及 其 自 同 构 . 

重视 实例 和 应 用 , 整 台 知识 点 .我 们 在 引言 中 .从 如 何 度量 对 称 
性 引出 了 群 的 概念 ,指出 群 可 以 周 来 度量 对 称 性 , 群 可 以 用 来 分 类 几 
和合 学 , 群 可 以 用 来 判定 代数 方程 能 否 用 很 式 求解 .接着 在 第 一 章 人 1， 
我 们 讲 了 群 的 典型 例子 ,包括 来 自 数 集 . 儿 向 .代数 中 群 的 例子 ,从 中 
介绍 了 循环 群 ,二 面体 群 ,是 降 群 , 对 称 群 和 交错 群 等 .这 使 我 们 在 以 
后 各 茜 里 可 以 充分 运 才 这 些 实 从 来 耦 助理 解 拖 象 的 概念 和 结论 .我 
们 不 停留 在 这 学 后 和 妃 道 概念 的 定义 上 .再 且 阐 壕 概念 的 点 四 .期 如 在 
第 o—3: 83,35 7] XLI ELO ATR US HAAR ho 2e XGR 
Z H ia Ama T EEA e E, IGc2 T E 
-ERTAS Ekma AA, EE- A py Wd s, 
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WARR APEA- SUEXUE TA EUER ECRCR EEG TR 
i-r HE m Eu 4 PEAR abel a, 3X 4159] db Ya o A e i 
n" SE LL GE ESRR H Oz Siman), AA T H OUR A 
ZZ, Ro DESWOEEQ Xni Sl EÉRS3.8I] T JC XE" 
人 pH TR qom CE MERA RTE 

FIRA * {E Galois BROGYDAqcE. W E A 4t o B Q dX 77 u Ege uc 
"" VA A AER] Ep A ZEG A ELE T, EGT de RA AES -- 
3E EDGA EGER RRGASOM OC LE LÁ XR MDC XE ER x 6 7 20 LG SEES LEG 
mI 35. MB 

通俗 易 慌 ， 讲 清楚 背景 和 想法 ， 我 们 对 于 重要 的 概 您 都 要 上 先 讲 这 
DE DX Rs JR b oS CLA T LM EIER S. 
RRE mé dRGk — 38 Gre. uh T SR B] A wu bd. ta 
和 

TO PHz =O 的 交 , 双 可 着 成 是 单位 残 面 r 6 y^ ^-0 0 5 
KES r ty l n0 AREA S AEEA REA CHAIA 
ut XEGK E oak) oh 1.30 ELDOROGUD OI 84 eR xpAmgkd E 
dk QEU. B d 9] H3 38 4E DE Lx I] TOP XE E (OE 3E Loo vp EL UK 9] 
子 , 铺 出 可 能 有 的 结论 ,然后 进行 论证 .在 论证 中 特别 注意 讲 清楚 关 
妊 想法 ,而 且 还 讲 清 夸 这 个 关键 起 法 产生 的 背景 , 闻 这 个 关 键 想法 是 
怎 各 想 出 来 的 .例如 在 第 一 章 和 及 7, 我们 先 证 学 生 观 察 4 了 界 群 ,9 DE 
BEÉ.QS Bp abel EA obo Om T pd ask € SE diix E abel # afi [E] t T 
FIET EETA EEEn E, Be RAR abe SR Bo 
ARAA A S R Sylow 第 EXE F X dg ix jede] m dn mb vr p* 
abel 5 - FE RI Ab XE GUESH abel p o— GEETA t g SE Doqr. R01 p TOU 
^3 ebdE kb E up GE EOD X BECHGE KO 4E do gr Lm EG pU. 
uH 

全 盘 考 虑 高 等 代数 { T)、( 1) 和 抽象 代数 课程 的 教学 内 容 , 司 之 
成 为 一 个 有 机 整体 .高 等 代数 (411 T) 和 抽 梨 代 坟 是 太 学 数学 条 在 
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RUBUS ELE IE TR JE UE feed ROTE a a E aE E 
本 利生 讲授 抽 象 伐 数 湿 时 ,对 于 抽 旭 代数 误 与 丙 等 代数 (T ) 《下 ?的 
教学 内 容 作 了 搞 短 安排 ,对 和 者 编写 的 & 商 等 代数 【上册 .下 册 阔 进行 
了 人 浅 订 ,同时 兰 细 写 了 抽象 代数 每 -- 演 款 误 的 讲稿 .大体 上 说 .高 等 
RURKCIOSUR UR OURURCAI RUBRO ALES LACEEAEAL EFL, 
dd& K Loa GLA OEC SH d mp dE GRE KB eG uEG.K" Xp KC d 
PER SiR, An = Aa LERUL IE PETER] R.E PE HL 9 A ZR 3E RE REI 
Ju (1 DLE XE XE BS EE fuc GE CU) E L0 S BE 8 B om SR IE 
(1 讲授 和 多项式 环 ! 着 重 讲 -- 元 多 项 或 环 的 理论) 介绍 模 由 型 余 类 
€ROZQ AE p 利 祭 类 域 Aa, D E OBL e E. gp E GX E NK |) 4 S 3m 
pasen: 3 HH ue ED. x pE ND CBE ECE du ct 

E HEPA M ozosp (BD x d E a AEE AERE 
AAAA APR RRRRNAH AHAN APEX 
p] 4p, d 4r ER DERI AEREE rA- C9 SLE BRE A, 
REI GR S RURUR SO EAE) DE R -bE SacF ATIS TOLLIT 
AE pm dé pESE WEG] Tou AORA ATO AR Om XS] ACE 
- Wb 4 AEQ bor fm E EMRE ax TET, EC 0S E 
LEE p AH MEAT aAa ,ZL 中 每 一 个 竣 数 大 于 1 
KE gmk u — dd n4: OX COT] fppre Am vom duod. 
WE T ZaAB- B SNR FAMEN AERIS 
E EGEE Xj] E ER EE GXX By Foko A -PE T sb g it: a A 
EH R L&8 7S 9CORAE 人 
dei j, LIE A ERR ARRA EA S A AA P, A T 
T$a p Ege ER, 

FERA ERFDE. 454170] -l eT a E 
ag ER kE m A ,基本 方法 ,受到 本 门 课程 的 是 本 训 
4m E EdRGSRG REGE EO RETA. d E BDmmB Xa 
£L dg HH GE GNI qe] de d E b ELTE UE AUR dE C0 MRAUK, M 


[tH E EAE Jg xo box A uoc DE ED SPOT DR GR QGED DI ED ORO Hl Ges 
或 者 娓 纳 推理 .类 比 推理 以 及 联想 等 作出 畏 届 : 然 记 试行 深入 分 析 各 
次 辑 推理 以 及 订 算 , 挤 示 事物 的 内 亚 规 律 , 闪 而 使 纷繁 复杂 的 现象 谈 
得 井然 有 序 . 这 就 是 数学 思维 方式 的 全 过 程 .我 们 按照 数学 思维 方式 
讲课 ,可 以 使 学 生 从 中 受到 可 疼 , 既 使 他 信 比 较 顺 箱 地 学 好 目前 的 襄 
f ,又 有 助 于 他 们 把 今后 肩负 的 工作 做 好 . 

本 书 的 每 一 节 都 配备 了 习题 , 书 未 附 有 习题 的 提示 或 答案 . 

本 书 可 作为 综合 大 学 .理工 科大 学 和 师范 院 核 的 数学 系 拍 象 代 
数 { 或 近世 代数 ) 课 程 的 教材 . 书 中 加 x*“ 号 的 内 容 和 用 楷体 字 排 印 
的 内 容 不 作为 教学 要 求 , 供 有 兴趣 的 读者 自己 看 . 

作者 感谢 本 书 的 责任 编辑 硼 万 同 编审 ,他 为 本 书 的 编辑 出 版 付 
E TFN. 

IEA A hk GU KARAREHE. 
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一 \ 抽 胃 代 数 的 研究 对 象 


A £5 ZH BUE "E ne rp Lo BE B RAE, m E TTE LH RR DO gs AC LIRE 
ER EU 18 1E, REUTERS ,而 使 人 心旷神怡 . 

An fe] BE ia RI ERTE Symmetry)? 

例如 ,我 们 很 容易 看 出 L5 30 RUOTE ICE RE — 18 0E CEE SE 
AB SES RARE EAEI Z E? 


/N 
ir EIR = AERA PG ECTEO ERES C. gp b X Dos Ry 
时 + 把 等 采 AEE SE A EAEE. TAR, ERIT e TE Je 


[由 县 有 这 个 性 质 . 
TA AJE Cequilateral triangle) B9 ria 0,233 En T 


E +- 
3 c3 


BOE 4€ Y 9 2.05 4 MEA EET 的 反射 rt, 把 等 边 三 角形 
del t3Tz BEL cLGE GRRERELIÉE a; -= 1,2,3; Y Ri E SER O 的 转角 分 别 为 
MEDI el ,ca ,以 及 恒 等 变换 上 也 其 有 这 个 性质 

3 di |l (或 空间 中 ) 的 正 交 (点 } GER (un ER [EON dr de 
Gsometry)) ,如 时 把 平面 (或 空间 ) BRE rT EREE ACEA B3 
形 , 则 把 这 个 正 变 (点 ) d&mmEUE r 的 对 称 { 性 ) SE. 

上 面 指出 ,等 边 三 角形 的 对 称 ( 性 ) 变换 已 经 有 6 个 .进一步 可 以 
证 明 ,只 有 这 日 个. 类似 地 ,等 腰 三 角形 ( 它 的 腰 与 底 不 相等 ) 的 对 称 
CE) ATIRAN A. 3E C] EI S8 8T EL UG: SRI — FREIE E-A 
JE E PLALSERETE. 

iui] ar xs TAEAE E 变换 组 成 一 个 集会 : 

G = il.0,4:824T4. T2, Taj. 
我 们 知道 ,平面 上 两 个 正 交 (点 ) 变换 的 乘积 仍 是 正 交 (点 ) 变换 ;并 
且 如 果 它 们 都 把 等 边 三 第 形变 成 与 它 犁 己 重 合 的 图 形 ,那么 它们 的 
RELLA AE. 因此 等 边 三 鳍 形 的 任意 两 个 对 称 ( 性 ) 变换 的 乘 
由 仍 是 它 的 对 称 ( 性 ) 变换 .从 而 集合 GST ER AE RUE EE BT. Istae 
WLBIBXEIE tj £6 G 上 的 个 (二 元 ) 代数 运算 . 

一 般 地 , 非 空 集合 5S 与 自己 的 第 卡 儿 积 S$ x S 81s 的 一 个 映射 ， 
RES S LEO EOEN. 简称 为 S S 上 的 代数 运算 
a -H 结合 律 . 

GG 中 有 人 恒 等 变换 了 ,了 与 避 中 任 一 元 素 的 乘积 ( 左 乘 或 石 梯 ) 部 等 
十 那个 元 紊 自己 . 

容易 看 出 ,如 中 每 个 变换 都 有 道 变换 .例如 ,al' = ra,ri = T, 
i= ,2,3. 

JA E. rti 88 P P LR EA B 96 B] 3 .我 们 抽象 出 下 述 概念 : 

Eyi EGE -个 非 空 集 人 台 ,如 果 在 Gc DEXI-—TÍIUXS 


TY OB AAWE. IIE ab PHE S PREX. 
O 3] F G PROLA a, b,’ 8 


tabje = albe) (ie TRO aD 
GD G d143— Tr és e Mif 
ed = ue — a. Yu € G; (2) 
GD AF G PIES TKa. MA GC PT 0A 6 LIESS 
ub = ba = ve. (3) 


HB G FRAXP—T20ECgroup). 

Tk M REB, C rS m (2) ZAEJOCAR e ARBE :的 , 称 e de IE GI 
位 元 素 (identitv clemem ) ; 4 F G Psa. G PEGAT b 
ibBE—[(.ER o Itu ERE Envere). de tE a ! SPEC En ACE 
p, 

uaa | = a'a = e. (4) 

从 (4) 式 看 中 ,a !' BERE a Wie 19 ! — a. 

E G 的 运算 也 可 以 称 为 如 活 , 记 作 a + 了 ,此 时 结合 律 为 

fa c-b)ctc—actí(bt c). Yabe € Gi 

EILEEN SEGUE LiB 0a 的 道 元 素 称 为 a PD OU Li -a 

mE G fas Exi OG ZI, MAET G 中 任意 元 素 a .68， 
有 ab = ba MIPE G A EARE iX abel 8E). 

内 上 上 上面 的 讨论 知道 ,等 过 三 惠 形 的 所 有 对 称 ! 性 ) 变换 组 成 的 信 
it GL ALP MONI RE ROR AE. F2 foL 83 75 Us RT UL HH : 

KDE D AITA MERCED "IE RIDGE Cr G ,对 于 映射 的 来 尖 成 
为 -1 ^. EG LAR 六 的 对 称 [ 性 ) E (symmetry group}. 

Lie RH. RETT DAER EROR E 


. " b 二 
站 


例如 i 活 中 ， nid ^u Ej 
0 pev IL UITAE KEERA TE, t HR O = 3. 


YA NA NANANTANA NA 

JUANA ANANAS 

SANA NANAWANAW 

JA ZNANANANANAN 

ANA NANANANDANA 

JAANANANANANAN 
E 6-3 


设想 这 些 图 案 分 别 铺 满 了 整个 平面 . 如 果 铺 满 了 图 案 的 平面 的 
对 称 { 性 ) 奉 不 固定 一 个 点 ,也 椒 国定 一 条 让 线 , 则 称 它 为 平面 晶体 
群 (plane crystallographic group) (2k A Ek 7g MA Ha SK BE (wallpaper 
group)). R. Fricke M F. Klein Æ ft f[] XX F Fj [n] F4 e Y dg 58 — 7s p 
(1897) 中 p SF ag a VEEEE TTA AS. G. Polya Æ 1924 ^F E05 — hà XC 85 
H1 oZ UM, Y APE As METER AT IS A 17 PRA Jn] OOV. t as PE R Df BL 


给 出 玉 相 应 的 装饰 图 案 式 样 的 例子 . 

日 然 闪 中 条 各 种 各 样 的 蕊 体 ,每 一 种 卓 体 的 奈 子 结构 的 机 型 可 
以 和 在 成 足 空 间 中 的 点 阵 . 训 想 将 这 种 点 阵 和 连续 地 .无限 地 填充 整个 室 
i]. tn $e or cx WEBS BQXERRCPEO $E. E BE S b E deux ,也 不 同 
AE— A EL £X. mu DL Bb xE-- Tx gép. 则 称 它 为 空间 晶体 群 (pace 
erystallographie group. xp 42 fe] &à PR E zt 7r 26.3 af LA Y fü dg $8 5 
rp RB AA PR BSES FI. Æ 1868 55, C. Jordan SE) BravaisC 18489 XE ik fi 
£g 2r 3E IPIE E. UESE SS FG] eh LACER II Ap 2E, HER OA o6 5 2S LIE E 
jx E. S. Fedorov( 1890) I A. Scehónflies( 18981) Bg 1 fe BE f 3&8 PR. 
Fedorov 和 Schónflies 2r 5l 3d iz ETERA f 5 D) Aa DESEE 230 T. A de 
Hs EHEC HIZA Ti EHER A — T r. Fricke AI Klein 在 他 
们 的 d GB97) 1b o P am da PR SE B5 2p 25, gi oE a A Fedorov 和 和 
Schónflies 的 1, fF mp E. Polya TE 1924. ip E Je R9 E, nm BE 
Schónflies IF] 15 4$ ft& FI (2 WE. 

欧 几 里 得 几何 的 第 五 公设 (也 称 平 行 公 设 ), 它 的 狂 述 不 像 其 它 
4 条 公证 那样 简洁 ,明了 ,因此 从 上 圳 希腊 时 代 开 始 , 数 学 家 们 就 一 直 
没有 放弃 消除 对 秽 五 公设 话 问 的 努力 ,高 斯 (Gauss) 从 1799 年 开始 
意识 到 平行 公设 不 能 从 其 他 的 欧 几 里 得 公理 推 则 来 ,并 从 1813 年 起 
发 展 了 这 种 平行 人心 刘 在 其 中 和 不成立 的 新 几何 , 称 为 “人 非 欧 几 里 得 岂 
4p" € dno kSEXOHLH. ITo6auescknü) 从 1826 年 开始 ,报告 了 及 己 
关于 非 欧 几何 的 发 现 . 85 (B. Riemann) 在 1854 年 发 展 了 罗 巴 其 夫 
斯 大 等 人 的 思想 而 建立 了 一 种 更 广泛 的 几何 , 即 现 在 所 称 的 歼 坚 多 
4p, € t, xg k 2 JR 8 3b ER JU fp dos h ag RE UL E PEJUS RS XUL IC 
5 y» Artak di m. AE BRL 48 y CE gupeycE a iE A Sp ELE g]í ER 
民风 何 变 成 了 革 种 特例 .而 射影 几何 的 发 展 , 又 队 另 一 令 方 向 使 欧 丰 
JU fT 3X, 29 HL 

19 Ita JL fep 3 pal dt Ae Ae SE 4E ROT cde IX FESTE ME PV 
找 下 同上 几何 学 之 了 向 的 内 在 联系 ,用 统一 的 观点 来 解释 它们 .生成 为 数 


6 5! & 


学 家 打 追 求 的 一 个 日 标 ,统一 几何 学 的 第 一 个 太 胆 计划 是 由 德国 数 
R ERA (F. Klein 提出 的 .1872 ^E, YE SEES IE 8 29 ERRARE 
的 数学 教授 . 他 在 就 职 演讲 中 国 述 了 儿 L 何 学 统 :- 的 岂 想 :所 请 儿 何 
学 ,就 是 研究 几何 由 形 对 于 时 类 变换 群 保 持 不 变 的 性 质 的 学 问 ,或 者 
说 任何 一 种 几何 学 只 是 研究 与 特定 的 大 换 群 在 关 的 不 蛮 莉 . 他 的 这 
KI HR AEE R BR HSR Erlangen Program)? . Ek JL 8 TH JLA sk 
是 研究 图 形 在 正 变 ( 点 ) dd EPOR RP EEM TI E ELE E 0j 
射 变 换 群 下 保持 不 变 的 性 质 的 几何 , 称 为 伪 射 几 向 ; 定 究 图 形 在 射影 
变换 群 下 保持 不 变 的 性 质 的 儿 何 . 称 为 射影 几何 【关于 止 伙 (点 ) 变 
换 , 仿 射 变换 ,射影 变换 的 概念 林 以 盆 看 《解析 几何 (第 二 版 ), 斤 维 
声 编 ,北京 太 学 出 版 社 1996 咎 出版). 

二 次 方程 的 解法 去 巴比伦 人 就 已 掌握 ,16 世纪 由 S. Ferro, N. 
Fontana, G. Cardano, L. Ferrari 先后 给 出 了 三 次 、 四 次 方程 的 根 式 
解 .此 后 人 和 们 便 着 力 研 究 商 次 方程 { 即 ,五 次 和 五 次 以 上 的 方程 ) 的 
根 式 解 问题 .到 了 418 si5,48 48 BR H (JL L. Lagrange) 在 1770 JF X 
长 篇 论文 & 关 于 代数 方程 解 的 思考 少 .他 在 其 中 探讨 一 般 三 、 四 次 方程 
能 用 根 式 求解 的 原因 .在 1799 年 , 重 菲 尼 (P.Ruffini) 明确 提出 要 证 
明 高 于 四 次 的 一 盘 方 程 不 可 能 用 代数 方法 求解 ,到 了 19 世纪 , 阿 贝 
A (N.H. Abel) 在 1824 年 自费 出 版 了 一 本 小 册子 《4 论 代数 方程 ,证 明 
一 般 五 次 方程 的 不 可 解 性 》, 在 其 中 严格 证 明了 以 下 事实 :如 果 方 程 
EE n5, HEAK ananta, 前 成 症 字 二 ,那么 任何 一 个 由 
这 些 字母 组 成 的 报 式 都 不 可 能 是 方程 

cU ob ap xt bores tapad c a, c 0 (5) 
的 根 . 这 样 ,五 次 和 商 于 五 次 的 一 般 方 程 不 能 用 根 式 求解 的 问题 就 由 
阿 由 宗 解 决 了 .在 阿 贝 汞 的 工作 之 后 ,数学 家 所 面临 的 一 个 问题 是 : 
什么 样 的 特殊 方程 能 够 用 根 式 求解 ?这 个 问题 被 傣 罗 瓦 【下 .Galois) 
解决 , 徊 加 所 在 1829 一 1831 4E I8] 5C ox 85 7L A ie op LE THAR 


zi uc 7 


AK pO ARA ERAT EEI, m cm ROT AX GGEDURGEEOGRGR X, 
ERR ARIA P 0H JR) EGET) AS ÉER. moy LEKEBE oso 
疗程 (5) 3 n Aer, rie PY. 4E 2g — 4x REGE ER LAM D RJ 
RELEMDMIBX RE EICEUPZIEPDCLLBS SERE): 
& S, — HX ILIR EX HE B8 KOT, EARE) Y. ILS S, 
H ROT iX tn x*X Lgdecro$j RE 的 定义 ,不 过 它 只 是 针对 一 个 具体 
IRELE JR EE) BpAE TE XL RECTE dà SEE 69 — Ex Lo de Y Rout— 
TER OSQcpOEGEOGE Aim d" FORET Le Y. KR COD" Gr AE SGUEET Lab, 
就 是 我 们 今天 所 说 的 "期 罗 瓦 群 ”. 方 程 的 群 记 郧 了 方程 的 根 的 对 称 
PE. F EENT: FA fi) :中 可 用 根 式 求解 当 生 仅 当 方程 的 群 
ACT BEBE. 

WEIER BUG. FATRE TEIA. A EMAA I 
WI E Z ECL EET A A RE MESE R E E, E m E E i PP 
WWR xp DERRE, ERO ix e gi ERT E A R S 
学 .现代 物理 EEE VA REE dL EERS E IS B 
by cr. ABE EH. 

MEREZA K EBUI—cUENGNÉBABU SEG K|Ia | , 数 域 
K 上 所 有 IRR WESR DRM] SE pM, CK) RE on LCD ELLE] E 1 Sp 

EX2 设 怀 是 一 个 韭 空 集合 ,如 果 在 是 上 定义 了 两 个 代数 运 
等, 个 电 加 法 , 记 为 a 1 5; 才 一 个 叫 科 法 . 记 为 a5 ,并 日 它们 挝 合 
下 列 条 件 : 

GO) R 对 于 吉 法 成 -个 交换 醋 ; 

GD 乘法 的 结合 律 : 对 R PERC R a., h,e, di 

table aic): 
(Gu) EH n ER A eE: PTT a.6.c € RA 
utt t c) ab | dc. (FEALE), 
ih c clt => Ha ciu. (Oro EOD, 


& 5l e 


Hb R BR — XR ung). 

如 果 末 R B3EdAEYCih dc dRfR.U ER R W 3 HTA (commutative 
ring). 

如 果 环 民 中 有 一 个 元 素 e BATER: 4 F RPGR a, TI ae 
— ea = a Wf e ER 的 单位 元 素 , 称 尺 是 有 单位 元 的 环 , 通 闻 把 R 
的 单位 元 号 记 成 1. 

在 有 单位 元 的 环 民 中 ,对 于 元 素 a ,如果 R PALAD, IE ab 
- ba = 1, MPR a Æ RT A JG Cinvertible element) ( 或 单位 (onit)) ,此 时 
把 5 称 为 a 的 道 元 , 记 成 a 1!.( 注 :可 以 说 明 , 如 果 a 是 可 赣 死 , 则 满 
E ab = ba = 1 R LGR b 是 唯一 的 .) 

ELI ”如果 下 是 一 个 有 单位 元 1( 关 0) 的 交换 环 ,并 且 它 的 每 
一 个 非 零 元 都 可 逆 , 则 称 下 是 一 个 域 (field). 

从 城 的 定义 看 出 ,二 FF 有 两 个 代数 运算 :加 法 和 乘法 ,并 且 下 对 
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有 理 数 域 Q, 实 数 域 及 ,复数 域 C 等 数 域 都 是 域 . 

可 以 证 明 : 当 户 为 素数 时 , 模 户 剩余 类 环 Z, 是 一 个 域 ( 证 明 参 看 
《 闹 等 代数 (下 册 让 , 丘 维 声 编著 ,高 等 教育 出 版 社 ,1996 年 出 版 ,第 
150 F). PAIGE PS NIE DUDEN SE Qi Na 
为 有 限 域 . 

有 限 域 在 现代 通信 和 信息 安全 中 有 重 鉴 应 用 . 

fS 8E . 环 . 域 那样 ,具有 代数 运算 的 集合 称 为 代数 结构 (algcbraic 


slructures). 


fü 象 代数 (abstract algebra) 的 研究 对 象 是 代数 结构 ,并 且 是 通过 


4 — m —à 39]6ó.: BM a" ^ NN 5 8H Li 


研究 保持 运算 的 映射 ( 称 为 态 射 (morphism)) 2E UESETCS SUIS = 


E s aa a a a a X- i EM 40 


抽象 代数 使 代数 结构 和 态 射 成 为 代数 学 研究 的 中 心 ， 


Clip 
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一 、 抽 和 象 代数 的 重要 性 


币 象 代数 为 现代 数学 .现代 物理 学 .现代 化 学 以 及 计算 机 科学 
TUN fm eroe 等 提供 r 语言 


渍 象 代数 研究 结构 和 态 射 的 患 想 已 弘 浴 透 到 现代 数学 的 各个 分 
点 中 .在 很 多 数 党 对 象 的 研究 中 都 要 首先 建 并 适当 的 代数 结构 或 共 
他 结构 HAJO EM TOz d 9j oe ETE XX Je 25 EJ. 

T] $2 T Xs I] T AE JT 法 Ri 和 AIF Dira, iA 
WRH, IF 算 机 科学 .通信 科学 ,信息 安全 .经济 学 等 等 领域 都 有 有 
RSS. 

学 习 拙 象 代数 可 以 受到 数学 思维 方式 的 很 好 的 训练 ,从而 在 说 
养 科 学 的 思维 方式 上 有 上 质 的 提高 . 


三 抽象 代 数 的 学 习 万 法 


|. 要 按照 数学 的 思维 方式 米 学 习 抽 象 代数 . 
4b d RR x HEX XIUSE XR EE Sg SUR SK TEE ETE 
AF AR Bro A dE d EITI R OO ETE Bp ox A LR EE 
PE 2E Ee HE DELA X RC 0 yE LUE s SR Jr ad ETRAS EBD S EE E LA 
及 计 符 ,揭示 事物 的 内 在 规律 ,从 市 伍 纷 繁复 杂 的 现象 变 得 片 然 有 
TOU 学 的 思维 方式 . 
2. 览 岂 用 其 体例 子 来 理解 机 象 代 数 的 概念 和 结论 


= +» ç € o" —oxko0 bo —0" 


3. SEU (E d BARR ITAR Ba EJ, 3F- png xi pag S m 
sr E En 
4. GE FCR Og ERU Ein (3E 4s RES Hi rie. 


wo 0 — 4 ("o o» —o* 


5. We nt RIER I DEA J UE BUE SES 者 论点 解决 员 PR feJ BA. 


6. BER ut B 21 SE. A HE EDT HL ERPE RE S APT 


Il) 5I EE 


问题 的 能 力 . 
3J 殴 


d. FHER 全 中 ,对 于 任意 元 素 up, 方程 ur = bA - 解 : 
方程 ya = b CAEH. 
2. 证 戎 ;在 群 G 中 ,消去 律 成 立 . 即 
H ar = ay 可 以 推出 w; 
由 ra = ya A AHE 0 — y. 
3. 模 4 剩余 类 环 Z4 中 ,所 有 非 零 元 组 成 的 集合 LIO TEE 
否 成 为 一 个 群 ? 
4. REH Z 中 的 所 有 可 道 元 . 
* 5. WHT n HRK Z, Pea MASHE a,m) = 1. 


肿 一 草 $ 


$1 群 的 典型 例子 :循环 群 , 二 面体 群 ,矩阵 群 ， 
对 称 群 


一 个 群 是 指 个 非 空 集 台 G, EWE FIA DRIE: 
G) 在 所 上 定 区 了 一 个 (二 元 ) 代数 运算 ; 
GO G 上 的 运算 适合 结合 律 : 
Gu) G rff; “个 元 素 e ,具有 自述 性 质 : 
de — gu a, Ya G, 
Bre EG I oA 
(iv) G HE — T JC RIPE JEU. 
如 果 o HS E edrO)NGD.R 4 G a 3E (semigroup); 如果 G ifj 
是 条 件 ( LGD GD , 则 称 Gg Z 2E BE(nonoid). 
E GETRAP LEAR. xx IBID ERG Pa ti 
ba h. 
TEM E UELRE C BE 
(ab)! A la l (1) 
H TRE G Wia Ra n A A tE. AE n "JE Z& daa P, IF] 3 
积 足 唯 - -确定 的 .把 它 记 作 «assa, REEF: 


(ajasta, = a, azaj. (2) 

Boc; B4 a PJJ Rid TES" ,工作 a Pn w F Eji 
def uu . 
e5——7 0-800. nt AZ. (3) 


i2 Æ Xm 大 


Te f 135 LE : 
def 
"一 一 : (4) 
def 
a "——(a 7), n€Z. (5) 
TEES: 
aa" - a", n,m C F; (6) 
(a^)" - a", n,m È L. (7) 


注意 ,一般 地 (op Æ aub". n.m EË. 
WER G HZA GEINE, MIE a" S na, tE au fi .此 
时 把 (3) 一 (7) 式 分 章 写 成 


dei uu 
nu —— duds ug, NEZ., (8) 

Em NN 

del 
Üa ——- 4 (9) 
dei 

(- nja == u(- a). m € Zi (10) 
Ame + ma = (n4 ma, n,m ÊZ, (11) 
mina) = (mn)a. m,n € Z. (12) 


注意 (9) 式 中 等 号 左边 "0a" 中 的 人 是 整数 ,而 右边 的 0 ER G 中 的 
36 Dr Cd PRAE UD. 
WRH OG di GM LER VIR G 为 无 限 群 . 
如 果 群 上 GG 只 有 有 限 多 个 元 素 , 则 称 G AARE. IERI. G BOUE 
的 个 数 称 为 G 的 阶 (order) , 记 作 GI. 
(一 ) 来 自 数 集中 群 的 例子 
例 1 整数 集 了 对 于 加 法 成 为 一 个 群 ,通常 称 它 为 整数 加 群 . 
轧 芍 :所 有 非 零 整数 组 成 的 集合 Z" 对 于 乘法 是 否 成 -个 群 ? 
例 2 实数 集 R 对 于 加 法 成 一 个 群 ,通常 称 它 为 实数 加 群 . 
思考 : 非 鹤 实数 集 及 ”对 于 乘法 是 否 成 -个 群 ? 
例 3 下 实数 集 RR! ITAR- iR. 


$1. SIE,LBR UAE LGBEREE, AE BEES, XSTESR 13 


例 4 .— (cM EXSE Cre] T 28 XE BLIE EC, PEE n ICE DELI CRI 
= HRS SO ZR RR TE ,对 于 复数 乘法 成 CE, PEA n 次 单位 
RRE ILIE L.. fin, PX Fr FREE Us = il, - 1: EIR UPS DER FEE 
Ua cl, dp. i Hop: TERRAM. 
A 9E PRI GRIS] 4 HR RE E AE L TER ETE AR. 
6L 1 SE CAE rp PLEX (GO (9). 0100 .得 一 个 整数 天王 
OGOS —k1.f8 G SRIm dE 1 uik RE C ILS LR E RC. 
Jt Hp d NUBE Z oop ATE 
Z=- ALEZI, C133 
还 可 以 更 简洁 地 好 成 
Z- «lè. (14) 
Bl a Ma KRTEL, PEE n CCITPPONEEXS 


-u-i SE v DAT hoc a IXFUHEAB UT LAT ELE" ,从 而 


Des iE k o= losan d (15) 
fp ris bje s nd LL, 的 生成 元 .此 时 UD. up VAS |, 
EF "2 (16) 


像 整数 吉 群 Z,a KERR EEU, EE Rn ER G R9 RE Poo 
部 能 写成 中 某 一 个 元 素 a HARG 的 运算 记 成 桶 法 ) 或 者 局 
"Arco We f ie oy IU, BU ER G A S RE cyclic group) , TE a NH fex 
G BE RETE (generator) .此 时 可 以 把 G Xia. 

思考 ;循环 群 c 的 生成 无 是 众 BIM? ik y & SO BE OZ 03 E 
REHE n USE Do TR BE U, TAE BUE. 

,的 生成 ni Ek Ng M XR c ARIES s IX SB DER. (primitive sth 
root of unity? 

mE EE Z EARME: a KARR U, A ER (RH 
WE.LLM (PET y n. EFR. AA E abel Hm. 


14 第 一 章 — Bi 
(—) 来 自 几 何 中 群 的 例子 

Bis 平面 (或 空间 } A A pA A k O PREE i E H) 组 成 
HES, A TEIE- RE, ARE A E du k ss R) 欧 儿 里 得 
群 , 记 作 Elu E,). 

例 &6 正方 形 的 对 称 ( 人 性 ) 群 台 的 结构 . 

如 图 ] — 1, 正方形 A AAA, 的 对 称 中 心 为 中 ,4 条 对 称 贡 分 
Blige 45a da. 


i-i 


H = EIMA O 转角 5 的 旋转 , 则 ce 5r» RR EE EX O FE 


前 为 ,六 的 施 转 . 

用 ARETA: 的 反射 , = 1.2.3.4. 

用 了 洪水 平面 的 但 等 变换 . 

BREH A AAA, 的 对 称 ( 性 ) SE G 至 少 包 含 上 述 8 个 无 
€:l.o.o^,a rura ta Ta C 中 还 有 其 他 元 素 吗 ? 

IER y € 6 由 于 正方 形 的 对 称 ( 性 ) 变换 把 正方 形 的 中 心 O PRSE 
不 动 , 国 此 它 或 者 是 绕 点 已 的 旋转 ,或 者 是 关于 过 口 点 的 直线 的 反 刑 ， 
成 者 昆 它们 的 乘积 .图 1 -1 中 正方 形 顶 点 的 有 序 组 A AAA, XP 
MESH E S , 绕 点 O 的 旋转 使 ALASAUA: Din HEUS mE. E OS T EE XX 


ELO BERGAS LIBERBE. C OBERE GOLES, DL 15 


O RIEKA Ez Ef La ede 6 05 ho 85 GERI BE A AAA, ERUIT EE UT 
jp. SEE y SET S, A TERR ALL; € 11,2,3,41. 
BR 1. y A,A,;A,A, xm ES] 7r], y dong SS O (Ue 
H AT oy ERA, ER A ,因此 转角 为 (7 — DD m. Mili y — s. 
THL2.y B A AAA; RE ELE TE 9. " y = r, SX i Y 
o! T OXE ndEALASALQASINIBBIETEJEDI o7! PA, ER A). A 
BIRLE r, © o lr. 
HU; € 1,2,3,4: ,因此 


y € ilg, o o, T IT d cr. Tl. (17) 

M ifi G Z ,oo e), t, oru. To cjl. (18) 
TEIG] s 8. XM EAE, |G z 8. AIG] = 8.A ffi 

G = il,a.a .0 04.001, 9 T1, 6 TI). (18) 

从 (19) 起 ,很 自然 地 可 以 把 cir, 称 为 G EE. CMERI PEJE: 

c* - I, vil. (20) 

由 十 or, = rs ,因此 (er r = 1, Biisr Kar) = 了 .由 此 得 省 

riro g |. (21) 


Ir Tos -gt 二 7 了 ,因此 so =e. FE non. ATRA). 
(21) LS ,G MERETE BLUE E DL TEE Bo r, RE 
(200.(21) ARA G 的 生成 元 适合 的 关系 (relationsy. 这样 我 们 就 把 
i AARIATE NE? Bt 6 的 结 掏 完 全 稿 清楚 了 ;: 它 有 两 个 牛 成 元 , 且 
X 4r XR (O0). RAHAA G 简洁 地 写成 
G = is.cla! = r I1, rsg‘). (22) 

Hpr-rn. APERT uf Ul d X qr I 58] £E 3 — a ER d 9 A . 

lu E 六 下 方形 的 对 各 (FE) 群 的 结构 的 研究 方法 ,完全 这 用 于 
iTi -E n WE m3) 因此 可 以 得 出 下 述 结论 : 

E n EG m3) 的 对 称 中 心 为 2, 用 a A82 0 8 fü H 


ió BĘ — B 


所 的 旋转 : H r 表示 关于 某 条 对 称 轴 的 反射 , 则 正 n IE hy tE 
(HORCH 


G = gg og lr, gr, g lri; (23) 
srt hk G BS gj T- ^b n gc. G 还 可 以 写成 
G = Yarn = zr? — f, rar = g |). (24) 


jf EIE 边 形 的 对 乏 ( 性 ) RE fic — El fe Sf (dihedral group) . id tE 
D (n > 3). ER D, BETA 2n. HF cor =o 1, 因此 or or 's! 
= ca" ! X re, 这 说 明 D, 是 性 交换 群 . 
(=) 来 自 代 数 中 群 的 例子 

例 7 Bim HREH Z,。 对 于 加 法 成 一 个 循环 群 , 它 的 生成 元 
是 1 因为 = DO, 中 所 有 林道 元 组 成 的 集合 对 于 乘法 成 一 个 
ahel RE, PRE Z, 的 单位 群 (group of units), 记 作 Und nk R8 
Z (这 时 不 要 与 Z ,的 所 有 非 零 元 组 成 的 集合 Za EA, RTA LT 
XE Z PIERRA). 

特别 地 , 当 为 素数 时 ,ZZ, Dai JEET Z, 88 DA kE T EH BER 
RAZ 对 于 乘法 成 一 个 abel 群 , 称 它 为 Z, DRAH. 

例 8 WF EWAH V ET AER T abel f. 

B9 dA FERE n HERI SEO MESI AS fer oT XE BRE AS X 
— ARE REAR EE» 级 一 般 线性 群 (Ceneral Linear Group) , 记 作 
GL, (F). 名字 的 由 来 :给 了 域 下 [一 个 n S&nTSÉSRUEA MEET n 
AREE F” 上 的 一 个 可 复线 性 变换 A, ECH hEN: 

Ala) = Ar, Ya € F”. (25) 

特别 地 , 域 玉 上 所 有 行列 式 为 1 的 SORPEREDX RT ATAR 
P3 YE t. n — 1 3E. 称 它 为 域 FE n M tS Yk£ETERE(Special Linear 
Group) , 记 作 SL,CF). 

例 10 实数 域 上 所 有 ， DRE IEZE RE ERZH B E A SET SR ETE 


&1 PPARA: BHA H, O EE ER A Witi 17 


HE — DERREN n RE RR Orthogonal Group) . ic fE O,. 

Heg L4 SA Jg + 1 IS EDT n EEIESESR PEE RE PTS GST EARS 
IA A AS tB, — e E. ERCE CAR n ERE EE QE 38 BE (Special. Orthogonal 
Group). ILIE SO, 

例 11 复数 不 二 所 有 汪 级 上 是 算 阵 (满足 4 A = TAIFA 
HOARE, REN AC = AO) HARARE G A TREE DA. 
HE Y n 8B BÉCUnmtary Group) 记 作 U,. TEXEM E PX IX ó u R 
FREU, nl RBEU,. 

a mpm ,行列 式 为 1 RSEDÉ n ERES XE SEL SL] E A r THE PESE 
法 也 成 一 -个 群 , 称 它 为 n H a R (Special Unitary Group) , ic An 
SU,. 

例 9 至 例 11 中 的 拜 统称 为 矩阵 群 (Matrix Groups) . 

我 们 常常 把 SO, 看 成 3 维 旋转 群 (rotation group), 这 是 因为 给 
f —T 3885B8BE A € SO,.HiE TERR QS) 式 决定 的 R 上 的 正 交 变换 
妆 , 吕 以 看 成 是 空间 中 保持 原点 O 不 动 的 第 一 类 正 交 (点 }) 变换 ,从 
血 它 是 绕 某 一 条 过 售 点 的 直线 的 族 转 (参看 《解析 儿 何 六 第 二 版 ),【- 
维 声 编 ,北京 大 学 出 版 社 1996 年 出 版 ,第 235 页 的 命题 6.1). 

例 12 EZEAN AARAA TREA TRA 
EARE TR, 称 它 为 集合 只 的 全 变换 群 (full. transformation 
group) TUIE Sa. 

£505,254 O 为 有 限 集 合 时 ,8 他 自身 的 一 个 双 射 叫做 虽 的 一 
T E (permutation). E O 8A n 个 生花 ,不 妨 记 器 = 11,2,"… Hi， 
xx OQ 的 - -个 置 欣 称 为 n A Mi permutation on n letters) , Jf EL 85 
Q d 4 de B EI n 元 对 称 群 (symmetric group on n letters) , 记 作 s. 
名 宁 的 由 来 :以 S. APL FI IEMA 

Pirga. ra) = rit ritari (26) 
luae ELLE Eoo Eg E. RESO Hr ERE GE na ases feft- m 


搞 ,也 就 是 作 给 集 台 只 = ;1,2,31 上 的 - :个 置换 =, 它 诱导 了 3 元 多 
项 式 坏 Klarigo. ra] 到 月 身 的 一 个 映射 6: 


def 
(85M aora ra) 5 F aga T tye le ). (27) 
于 是 对 于 26) AAI 六 x ,724173) A 
(of) (xa ora 73) —— Xl, * 5 un 4.) 


== 315 r$ tori 
— fris ray 23). (28) 
加 **“ 号 这 一步 相等 ,是 因 为 a '(1)e "(2)o (3) 是 1,2,3 的 一 个 
3 元 排列 .从 (28) 式 看 出 ,用 $; 的 所 有 元 素 能 刻 台 3 元 多 项 虑 Fx, 
ra.r) 的 对 称 性 :不 定 元 riroraa 经 过 任 - 管 换 , 变 成 的 多 项 式 
co 与 原来 的 上 相等 .因此 我 们 把 S, 叫做 3 元 对 称 群 . 
注 :(27) Rfi x 的 下 标 用 o G ,而 不 用 eti) ,这 是 为 了 使 得 


orf = acf). 
话 述 如 下 : 
(Cor 站 fr 
= A re Hf ta) 


一 fix, lia ay e tun? 


(rf) rnt) 
= [o tf) (Cri, En). 
因此 or f = sirf). 
ion 元 署 换 = Ei Ra CG = 1,2,… ,nn), 则 通常 把 5 写成 下 述 
形式 : 


(1 2 - nj 
s= Di E (29) 
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由 于 ga ERI AHE aparta, 是 1,2, 2n Bi n HF RZ., 
XP PIE onu AES a asta, (O RAAI o E T n mna. AE 
S, S BI n AAF RA EA ZE — T — — o E a oH 
的 总 数 为 nl, AJE: S, — nt. 

S, HIER MT EA E ed BE R I REEE. DA S, PRD 
H o.r AD. 


12 34 |4 2 3 4 
s= | J r= Í ) (30) 
2 3 4 1 4 3 2 1 
jj 
L 2 3 4| 
2110] 
3 41/11 2 3 4 y ' g 
a= | |í E 4 3 2 i | 
2 4 1/714 3 2 1 | 
t fo $ x 
| 4 3 2j 
1 2 3 4 
-| ) } (31) 
| 4 3 2 
| 2 3 4/11 2 3 4 12 34 
e- | 1 J- | (32) 
4 32 1/2 3 4 1 3 2 1 4 


我 们 还 可 以 用 一 种 更 节 省 的 方式 写 出 置换 . En, C30) 式 中 的 
g, EJE 102,2093.3: 4,4 c7 1, 于 是 可 以 把 = 写成 卜 述 形 去: 


co (12 3 4). (33) 
3 qum, aper d C300 式 中 的 * 写成 
rz (14)(23). (34) 


1$ (1234) (14), (23) AA ERA E M, FR DU AER. B: 

ln 8 — 4^ 2 oc mo i, RON 1, P iS BEAR soo BL so, RU 
í Im, BOX 2, OE ELPREE HUR DOCE IE MR = 为 一 个 > 一 轮换 (7 
- cycle), Ñ Fro $6 ER. de fE Chhissh QLO0. Bo A Y IR 


is, 等 等 ,特别 地 ,2 — 轮换 
i pg xp GU ransposirion?. 

BS 45d mu RE dU) E qe AR: dE 263k. 则 称 它们 不 相交 
(disjoint) . PJA, (134) 与 (25) 是 不 相交 的 两 个 轮换 .我 们 米 计 算 它 
们 的 乘积 .轮换 (25) 48 1,3.4 4T UL PRE-RE AE LO AE (134) 2r 3018 2, 
5 I SOR AE. DRLICSE TH CI34) (25) 把 1093,205,3 4,421,592. ff 
3E F1 (2350(134) 也 是 把 1 一 3,2 —5,3 —4,4 1,5 2. 因此 
(134)(25) = (23) 134) . XX Pia EZ AL ETE XE BR IS ARR ZEE IR 
i Fi. AERIS 80 : 

不 相交 的 两 个 轮换 对 乘法 是 可 交换 的 

KEG 式 中 的 sr 写成 轮换 形式 的 过 程 ,容易 猜 钥 有 下 述 结论 : 

定理 1 任何 一 个 韭 单 位 元 的 置换 都 能 表示 成 一 些 两 两 不 相交 


证 明 设 人 5S, 且 了 天 ee 于 是 在 内 中 至 少 有 一 个 ii 使 得 
oli) Æi olh) = baoli) 一 13,…. 由 于 | 有 | = nn, 因此 在 有 
(Bd ELS aS 8535 gr s] $4. 1 是 第 一 个 与 前 面 出 现 的 旭 重 
复 的 元 素 , 设 i — 5j € r ATIELE j — 1. 假 如) 2 1, 我 们 有 


a i) = i = a = o Hi). (35) 
在 (35) 起 两 边 用 og 1 作用 ,得 
Tai = oi), (36) 


poo = io AA d tR Aj LA d - n TER 
天 一 个 轮 接 og (nano. 
& QN uses Ll cb EX LEGE Jb s] ESI o adde dE T REA; 
og = 8410577 0,. (3T) 
AX EIE IETT 40 (37) Xj d Ax M B6 d S RE. 
唯一 性 ,假设 还 有 
d — Tp UT’ (38) 
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其 中 rQ;.risca. ro X 9 PSOR dH x 0946 RE CT Eu Ea, 
UE sgat r, CP EE TR Ha dE TE cla) A a. EE LE rur, 
…,T, P EAE TÉ 85 r EIT rla o ou RADA 
or {wu) G'"la) = ry (a). m 0.1,2,:- (39) 
HTa =la ea) ola) ehn (a. nta) rita) oe) E 
Jbo, rc HERRiX Md He LI PES = os JEA EE SEP] rilyry，…， 
r, 的 次 序 后 ,有 5 - nui c 1,2, pt 从 而 唯一 性 成 立 . | - 
HME TOU 式 中 的 szr, 用 它们 的 轮换 分 矫 式 (33) 34) X 
MEE. 
er = (1234) (14)(23) = (1)(24)(3) (24), (401 
roc (04143(232(1234) UDOH = CI. (41) 
(840) CAD) RARE , Tras Peng ttp mede d - SETR Eu P 
HER e 可 与 成 (1) ,也 可 与 成 (2) ,和 村 等. 
对 于 {30) 式 中 的 o ER a EU: 


/11 2 3 4 
"E | E (1432). (41) 
4 1 2 3 
比较 o Ho! 的 轮换 表示 式 , 看 出 
(1234)! = (1432). (42) 
nra d iB 
Cigara ah, QNO GnAL coi- (43) 
这 可 以 育 接 验 让 如 下 : 
fi poi! 
(Gi Giao CL ICEA (44) 


264p) Fb. up ELLOS Hu fL 8 (EE Fs RI 3E LL A P ER Dr 003. 从 而 (43) 
AEG. 
xi nfgu ETE oH F AR.: 
(1234) (142€132C12). 


- 般 地 ,可 以 在 接 验 证 下 式 成 立 : 
(ia (45) 
CHE dM MELES DEUE pd EE PE ED SUME ET EET: MI 
便 得 出 下 述 结论 : 
推论 2 ”每 一 个 置换 都 可 以 表示 成 -- 些 对 换 的 乘积 . [| 
注意 把 置换 去 示 成 对 换 的 乘积 ,其 表示 苇 不 唯一 :并 日 这 些 对 换 
会 相 变 { 即 ,有 公共 元 素 ). 例 妇 
(134) = (14913), (46) 
(134) = (1220(340(240 (122, (47) 
A (46) (47) 式 看 出 ,虽然 把 (134) 分 解 成 对 换 乘 积 的 方式 不 唯 
一 ,但 是 在 这 西 种 分 解 式 里 ,对 换 的 个 数 部 是 偶数 ,这 是 不 是 反映 置 
换 的 内 在 性 质 ? 我 们 来 探讨 这 个 问题 . 
itec 5S,, 它 分 解 成 对 换 乘 积 的 一 种 方式 为 
S = TiTa Th. (48) 


考虑 ix 的 范 德 蒙 行列 式 


| 1 | 1 | 

T| Ja UT En | 

- 2 2 2 j| 
fGxryperiecam,4,) = | omi ro to on$ 1. (49) 

xp! x3! aa yu! 


M rau rauca, Jen PERPER], fresas xs) RF Ros, 
ratte, l. 8, 中 任 一 对 换 r — Cu ESSE RU KL, ZEILE! 
A HWS r NIST S H T, TL d dE. Memmi d 
(49) 式 右 端 行列 成 的 第 i 5; FUE ER LPS IG 
(TFC rperies. 0.) 一 一 FÅET sa). (50) 
于 是 由 (48) 和 和 (50) 38 LS 
Caf (rest sr) = (7 FE ra). (51) 


习题 1.1 23 


Il pon AE S FUIT. o .因此 (51) GUI BER CL 1)* RE oe I 
还 中 — LEH e HUE LAS IKE o PER REGE CAS. 当 ( p 
+ 工时. 我们 称 o 6f E ER Ceven permutation); "$(— 1)" DH. 

i c A Af odd permutation). Er Bb EH, ET = AoH IB 
LR 的 奇偶 性 站 出 个 里 决定 的 : EU PREA, 对 


1 


yh ghi 

命题 3 ER o EA A) E I o BIXERESEA T BS 
m T ECSSC S. J 

特别 地 ,每 -个 对 换 都 是 奇 置 换 . 每 -个 3 - 轮换 都 是 偶 轩 换 ， 
这 是 因为 Cj) = (RMG). 

由 命题 3 a RUIGE, MAS ER RERU ER RR MAUD RA 
到 ,r 一 轮换 的 道 仍 是 x -轮换 .结合 定理 1.445) ALA Roig RR. 3 Ea 
出 , 侦 置 换 的 逆 还 是 偶 置 换 . 显然 单 位 万 素 是 侦 置 换 .因此 S, PE 
BEHRA SE Pr .OUP TOUR FREE LIN. — TEE. BRL OS 元 交错 群 
(aliernating group) , itl fE. A, 


由 于 任 一 偶 署 换 o 与 (12) E BUE Ar ER EE ELI CIZ) 
的 乘积 起 偶 置 换 , 因 此 A, 7 S, PRA ar EEREH IA SE T HT 


! 
i 对 应 .从而 点 ,| = 2 5, | " 


pe p 


习题 1.1 


). GOGH IE V Z HE righi regular pyramid on a twelve sided 
base) 的 旋转 对 称 { 性 ) SEBS BE OUR LXX TTE SUIS RCTG RITE? 
2. TH JE AI JË iregular hexagon) 的 对 称 (性 ) BERU PT TE oU A. 
它 的 生 Eanan A ERTE AARAA a PRED 
E TEIJE (regular pentagon) 的 对 称 { 性 ) 8€ D; 为 


D, = (s.vr|lo?— c? — I, eec — o. 
其 中 o 表示 绕 中 心 0 转角 为 经 的 旋转 ,r 表示 关于 英 一 条 对 称 轴 的 
Ig 8]. hill orici cio reo c 2r PILAR XS TB — ZR EFE DS Fz STU 
lilar) lotr) dé D, PEETA? 
4. E3iB aE UU rfi f (regular tetrahedron) BY RESE aJ ERCE BEGIAN 
Tim E. 
* 5, 写 出 正方体 Ceube) KEARE 群 的 听 有 元 素 . 
6. 与 出 Zas 的 单位 群 U CA) 的 全 部 元 素 , 说 出 UCZ.) KETA 
Ep 
x 7, 1n EES, EO, 1,2, com - 178,5 m ERNER T 
数 记 作 pim) EE ARHAR. uERH Sz, I HR [E UCZUO 的 阶 等 
F glm). 
8. W3 RERAN 


ü 


2 
3 


n 


(1) 说明 A € S503; 
(2) A uf CL So ex fa] ep SE SE A een PL RENE? 
9. Æ S, n.i 
1 2 3 4 5 1 2 34 85 
ZEN 152 外， a= Í, 5 1 3 z) 
Cl) R cite, dadi; 
(2) 分 别 写 出 sl ,es 的 轮换 分 解 式 ; 
(3) R ai oic: s 


(4) 分别 区 出 aisa; 的 一 种 对 换 分 解 式 ; 


wy | [rn 
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(5) 说 出 01,0; EET LR Em aES. 
10.7 一 PEE ORELBR IR UA A, 的 奇 介 性 有 什么 关系 ? 
11. ^r 8*3 HR ALAS HRA OCR AHE Pe IP REG, ER) 
12. E g = {apie i d MAFIE r E SGH 
ror |! = {ri rhi) ce i D). 


$2 子 群 , 陪 集 ,Lagrange 定理 ,循环 群 的 子 群 


A, [Bl n CARRE S, BU T HR SEDET ER SI SEDE une 个 群 . 

SL,CF) 足 一 般 线性 群 GL,CE) BTE, EM FSRUEBRI EI 
m-- BE. 

SO, TEZE O, HTE, CTER — T E. 

像 上 看 这 样 的 许 客 例子 .促使 我 们 抽象 出 下 述 摄 念 : 

定义 1 HÉGÉBECHCEH oT c 的 运算 也 成 一 个 群 , 则 
Fk H d 6G PIT SE subgroup). 

H ERG E EETEHI H € G7. 

AE E or H — REÉE TESÉ CGLQIORO 的 于 群 有 :SL,(R) ,00,， 
SO, EZ ERHI HKR AM PES RN : 


GLAR) 


SLAR} 0, 


n Ju A] £&$ BF S, mg [f£ TRARA n o6 E X BE (group of 
permutations). 

ipm EGT OO EEEH SQ 的 任 -- 子 群 称 为 口 的 变换 群 
( transformation group). 

UR GCPDUB FE DETUX e 组 成 的 子 集 !141 显然 是 G 06 — TF HE; 
全 本 圭 也 是 G 的 子 群 . e| 和 GG 称 为 G 的 平凡 子 群 (trivial 
subgroups). F G 的 其 余子 群 称 为 非 平凡 的 (non 一 trivial). 

Mg XY IB WE HERG 的 子 群 , 则 有 

(i) a.b C H —ab € Hi 

GD G 的 单位 元 素 e EH 的 单位 元 ; 

(Gd) a € H =a € H, 

HEO 称 为 HOXCEG 的 运算 封 财 .性 质 (fi 成 立 的 理由 如 下 : 设 子 
HÉH SERIE. Wee =e AHER ce 在 扣 中 的 道 元 fe ) 1!， 
ee (e) = ee 由 此 得 出 ee = e. BTF ee — c. Bdbe = 
e. RTE), i a € HEH (pii S6 Wl ab = ba := e. M G 
中 看 此 式 得 ,5 =a .因此 a € H. bRO 和 (ii) 6, "a6 c 
H -=> ab 1€ H”. 

反 过 来 ,我 们 有 下 述 子 人 群 的 判定 方法 : 

命题 1 i H EGITE, mE OH BE: 

"a,b E H ab cH", (1) 
BOH REGTE. 

证 明 — mq HIS, AAH RRA ToC ad DER PERS, 
aa | € H.BB e € H. 

Rb EH, Mj eb'cH.BNb5!'cH. 

[TR cb € H dy o! € HARD ! € H. 
Hleb c H.x URBE C Bis PEU EH ns TE. fa iR m EV. 
RH ECTE. 

ir PREDTEM A ma 1,7: 2 IE TRAE: 


us 
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BE G REETH kEi 的 交 QH. G ATH. 
我 们 叮 以 遂 过 子 群 米 研 究 群 的 结构 . 
AE 虽 的 一 个 古 空 于 集 5 出 发 ,我 们 可 以 构造 出 一 个 仔 全 5S 的 
最 小 的 子 群 .月 然 的 想法 是 , 取 C 的 包含 S 的 所 有 子 寿 的 交 
H. (25 


VI Hiir 

Ih FERIAS G3 ATRE RUE G SS(E— FREK fX S. MK 污 
RaR LEZE. INE T EZEKRE GRAS 的 最 小 的 子 群 . 称 
它 芋 由 号 生成 的 子 群 (subgroup generated by S).iU fECS?. ERTER S 
是 ES» 的 生成 元 集 (set of generators for £82). 

685) PRLR ART ZEE FT 

命题 2 dE SJÉRÉG 的 :个 非 空 集合 W 

pa eoo ria, € S,m,€ Z.luizxk.ktcZZ ? 


KB ora iyu oe EETIBBS. 
证 明 ”把 (3) 式 右 端的 集合 记 作 HU SER H DO SL FERRE H TY 
^ 76A « 


h, afha a XY 
H roy € Sonon, € Z1 m PR. m y Sm RE 
haha! = aire ay, Ooa yp € H. 
INE H < G.HIT H2S, AE H2S). 由 于 43) ET a Ae H 
hiE— tR Y GS. A H S S E H = VS). [^ 


特别 地 ,如 果 .S》= G0 S ERGERT. SE S 的 
所 有 元 素 生 成 

如 果 群 GG 有 一 个 生成 元 集 是 有 限 集 , 则 称 G 是 有 限 生 成 的 群 
(finitely generated group). WRIA Ar 7E M JE TR AE aa ast ne y 


nic ia..uai.Ue. 9, 


显然 ,有 限 群 C -- 定 是 有 限 生 成 的 (因为 上 本 映 就 是 它 的 一 个 
有 限 生 成 元 集 ). 有 友之 不 对 ,例如 整数 加 人 群 辽 是 有 限 生 成 的 {( 它 几 荆 生 
成 ) ,得 是 起 无 限 群 . 
从 ȘI 中 循环 谷 的 定义 知道 , 群 G 是 循环 群 当日 仅 当 G 由 一 个 
元 素 生 成 . 设 G = qa) ,可 分 成 两 种 情形 : u 
情形 1 EAER S 请; 都 有 a” zm el EIE, RR 75). NI 
a' x a! Mata) BI Tg oy 
(a? l5. "c.a 7.8 l ega .csh.u uoi (4) 
此 时 ,ay 为 无 限 群 . 
情形 2 GEERS ,使 得 a” ~ en 是 使 得 u” = 成 立 的 
i^] E SEEK QU Cao 的 结构 为 
(a) = le.a.a yna" !!. (5) 
此 时 ,key 的 阶 为 H. 
二 面体 群 D, ph P TOCAEEB ESI SINTOLEUENM 
ERE E gu Ege e A B E BERE HIM TOC RER S. 
n 无 对称 群 S, 由 几 个 置 摸 生成 ?我 们 作 一 个 初步 调查 .我 们 已 
经 知道 ,S, 中 每 个 置换 可 以 表示 成 -~- 些 对 换 的 乘积 . M EE- o 
(ij) 可 以 表示 成 
(4) = 《CELLE7) 
因此 S, 可 以 由 人 12), (013) C12 | 生成 , 即 
S, = (02), 032, (1n. (6) 
x 思考 :S, üE EIE ATRE? (SAJA 1.2 的 第 5 
Bh n EZERA, 可 以 由 哪些 置换 生成 ?( 参 看 习题 1.2 的 第 6 题 . ) 
8t Gb Lr -- o6 XE a TRETIE Ca 是 循环 群 .如 果 4a de X 
限 群 , 则 称 a 是 无 限界 元 素 , 记 作 |1al = o WME a» 的 阶 为 #, 则 称 
元 素 a 的 阶 为 n, iila] - 2, 从 上 面 所 讲 的 循环 群 的 结构 立即 得 
2m 


BÉ G EA a HEA vo 当 且 人 忆 当 对 - ERA m de a" e. 
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HE G 253 o DRA n MERY n AE a" = ee 成 空 的 最 小 止 整 
数 . 

S, mies QGuarsa D. o — COSE IS r Bt, ue 
CO. IB EE s WHEA r. Bo - EREN r. 

域 王 的 单位 元 用 ce 表示 .如 米 e qu FEST Ao, 
hk 下 的 特征 为 O(characteristie 02 An e Tr F Bi Sed m br A IE A 
"op. M FREE D gE p(characwrisuüc p). 9€ F (/j fr fb ide 
char F. 品 以 证 时 : 域 F TRAE GE 0.:x 43 y -- T XR ECL e DT LAE 
明 : 域 下 的 仔 -dEBEZES6 与 在 加 法 群 中 的 阶 相同 .这些 迹 明 呈 参看 
《高 等 代数 (上 下 册 族 , 丘 维 声 编 著 ,高 等 教育 出 厂 社 1996 年 出 版 ,第 
151 91.3 

尼 过 的 阶 这 个 概念 寺 于 人 研究 群 的 结构 会 有 玫 助 .这 里 我 们 给 出 
人 有 关 元 素 的 阶 的 几 个 共用 结论 . 

命题 3 0 Bf Cop UO a WRA n. N 

(122" - e REL n Im 


(2) 对 于 任意 下 整数 上 ,有 'u*1 = T FSi 
证 明 (1) 必要 性 . 设 a” = e. ERRERA: 


m >= inir, Üzrmn. 
Wj e = a” = qm ala = ga! = a". 
由 于 :ea| = s AES r = O.INH nim. 
A FE. m — in EE. = g" = = gp. 


(2) iala | — s inc nink) k = klnk). Wn, bu) = 
1 ,由 村 
(a 95 qiti m ah” = g, 
Bib sing. HP e c Ca^ s at LIES sls. EI nibni kin, 
kds. ii nul e s. A Fini ki) = 1 ,因此 n4] s, ER EXER LS H] 


H ~ 
La 


an -E È 


命题 4 H OG picka, 的 阶 分别 为 nn m UE ab = ba, E 
(Én.m) = 1, Wj ab HEEF om. 

证 明 hP ab = Ba, 因此 

(ab ) "" = g""p?"" = (a(n) se 

HEI HE Lab RES FR Er26X& JP HL ab BIET s |nr. 

Bi Tab) - g, 因 此 

e = (ab) = ab” = p". 

由 此 得 出 ,zn |sn .由 于 fa ,nn) = 1, RE mis. WHETHE nls. 0525 88 
于 fi,nai = 二 1, 因此 mnis. 


综述 得 ,， = nm. [] 
例如 ,在 5 阶 答 环 群 G = (a, 中 ， 
021] ő 3| 0. 4 60, 
ed cquac da ($3) 2 le 746457? 
la^| = iaa 2 3x2 - 6. 


Jk Ext 6 Eriki a ) S BETUB S lal] = |a’| = 6,la?l 
-= jat] 2 3,1a?! = 二 2,|e1 = 1. 这 表明 (tu) 的 每 个 元 素 的 阶 都 是 群 
(a? HEP TF. 

(E3&— t B BRBE , T 9 25 XE 8 Er Ee b Re BER ES IR TP T del 

-- 问 题 ,以 及 为 了 研究 群 { 不 论 是 有 限 群 还 是 无 限 群 ) 的 结构 ， 
我 们 将 利 有 生子 群 络 出 群 的 一 个 划分 ,然后 通过 这 个 划分 来 研究 群 的 
结构 . 

把 一 个 集合 划分 ,这 是 日 常生 活 中 常见 的 现象 .例如 ， RE - 
(sr p] Ab n HL gd Ld b HERE AMA T AR 
整数 集 划 分 成 “星期 一 ",“ 星 期 二 ”,…,“ 性 期 六 ”", “星期日” ETAT 

mmi ib f 8g — XI AE? AATAS ERG S 
Eu — 4E fr X x SEL PD S EE SE ure S 的 一 个 划 
ARBOR GS ZRELO EIER AERS ,高 等 教育 出 版 社 2002 年 
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?月 出 版 ,第 189 页 的 定理 2). 


v 


V 


图 1-3 


例如 在 几何 空间 中 ,如 有 果 给 了 一 个 过 原点 O 的 平面 ro: 那么 mm 
以 及 mg 平行 的 所 有 平面 组 成 的 集合 就 是 几何 空间 的 一 个 划分 ,其 
小竹 一 个 平面 古 下 述 等 价 大 系 的 -个 等 价 类 

JÄ — 05 S ok - ofc mo. 

Max dO BITE ASA OE TE G. AREK- ETE H, E- 

个 二 元 关系 如 下 :对 于 app 后 ,规定 


a- b cb la E H. (7) 

HD 式 定 义 的 关系 一 下 一个 等 价 关 系 , 证 明 如 下 : 

O) hz 5 PE. [EJ à € G. 有 wu 'a - e € H.Bllta — a. 

GU AARTE. UE a — b, M 5 'a € H, MMi l'a)! € H,ER 
a bE HARE p ~a. 

GD Ea fk. i a - b,b — c. RJ e'a, 'ó € H, Mj 
(e ptp la) € H, He 'a € HARE a — c. | 

上 述 等 价 关 系 — 就 可 以 给 出 群 曲 的 一 个 划分 .为 此 我 们 米 冰 等 
价 类 .。 确定 的 等 价 尖 二 为 

一 7 


= Ix€ Gia !rz —- h,h € HI 
oda € Gl: ah,h € Hi 
pah |h € HI. 
Aa 
2s 


def  ， i 
aH -iah h € H}. (8) 


称 aH E TREH W- :个 在 障 集 (left coset).a RAAR aH 的 一 个 
EE TEHES k -TEREA H = eH), e 是 左 陪 集 贞 的 一 
个 代表 . 

计 述 推 旦 过 程 表 明 ,a 确定 的 等 价 类 a 就 是 左 酷 集 a 五 .于 是 从 等 
和 价 类 的 有 关 性 后 立即 得 出 左 陪 集 的 性 压 : 

性 质 1 aH = pH b'a E Hi 

TERRA 子 群 互 的 任意 两 个 堪 医 集 或 者 相等 ,或 者 不 相 变 5 训 它 
们 的 公 集 为 空 集 ). 

LERAAR TRACE LAIR) EAO HE E t, 
尚 教 社 2002 年 ?月 出 版 ) 第 159 页 的 事实 4 和 定理 1. 从 性 质 1 看 出 ， 
间 -个 堪 陪 集 里 的 任何 一 个 匹 素 都 可 作为 这 个 左 陪 集 的 一 个 代表 . 

BÉ C 中 , 子 群 厅 的 所 有 左 陪 集 组 成 的 集 侣 就 是 G 的 一 个 划分 . 

BÉ C, PRE H KENE AR ERARA AGATHA A 
TE Cleft quotient set? EGH). 

HHT a.b € ,规定 


a- b ab cH, (9) 
则 这 个 二 无 英 系 - 也 是 一 个 等 价 美 系 . 此 时 容易 推导 出 
a = |ha|h € H}. 
& 


def 
Ha —— jha h € Hl. (10) 


Bt He Æ THH ioe AE right coser). 
M StA AT X ERE EI HU E S T E DER, 
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Ha = Hb ——ab ! € H. (11) 
BE G, pi H AET GE TESH I f SE LAE G 的 一 个 划分 . 
ix P SE ES G XT H WEE fm Snmnghtr quotient seD id (E G/H Y.. 
BP 和 天 二 了 和 五 的 在 南 集 一 右 测 集 之 加 有 什么 关系? 令 
FT 一 人 7) 
aH (——*Ha |. 
E 
aH Heco a €E H «(b a7!) € IT 
=> Hb! = Fa! , 
He f£ ERAT, EILE. WAR y gT A y E RST. PRA i E 
(G/H): JABE G/H), m [np — ic af. 
集合 有 基数 (eardinal number) 的 概念 . 80 ESI tEn - 
个 -一 对 应 , 则 称 这 两 个 集合 有 相同 的 基数 .例如 ,N,,Q 有 相同 的 
晤 数 , 而 与 RR 的 基数 不 同 ,我 们 用 || 表 未 集合 如 的 基数 . 当 吕 为 
EREN, ol = o .注意 两 个 无 限 集 的 基数 虽然 都 记 成 ee ,但 是 
它们 有 可 能 不 相间 .当时 为 有 限 集 时 ,只 的 基数 如 | STOPS 
KITEL. 
上 述 表 明 , 群 G X ÉGEÉH Au Si 4g d T8 m s SE. 
H G Xr FfHEH (PZcgm Se ORLA BL B AES H EGPA 
指数 (index) ,it 作 | G : H]. 
án gt c HT EH (cc imde LG: H] = r, WAF HISP 
HAERERE TE G 的 一 个 划分 . 固 此 有 
C; HU aH U aH J'e eH., (123 
ltd Hla Has Husa H BS PST A IERTE) 式 是 群 G X 
TIR H BERERE. Loca so ,ai BIOS HEG 中 的 左 
障 集 代表 系 , 我 们 常常 把 e TJ an. 
5h ETE H 与 它 的 任意 一 个 左 陪 集 AH 之 间 有 TX 


hah. AE| R! = 'aH!, Va € G.IBIX T2818 C12) 5X ET 
可 以 得 出 下 述 电 要 结论 ; 

定理 5(Japgrange 定 理 ) ” 有限 群 G RyTE— THH AEE AREG 
的 阶 的 因子 .更 精确 地 ,我 们 有 


G| =H. 1G: HI. (13) 
证 明 从 群 G XROEOTOEH DU7cESEOPRRGACIZO 得 ， 
IG | = Mini - 2 |H] = MH|r-iH'[G: H]. T) 


推论 6 有 BE G 的 每 一 个 元 素 的 阶 是 避 的 阶 的 因子 . 设 1G| 
= m lla" . e, Ya C G. 

证 明 {Rac G, 我 们 有 |a| — |a) Mial 是 |G| 的 
因子 . 

AGI = mH F]al jm, AIE a" = e. LJ 

推论 7 素数 阶 群 - - 定 是 循环 群 . 

证 了 明 ” 设 群 G 的 阶 是 素数 p. 于 是 GPAI roa. PH 
^ |] 

Hiii 6.39 (0181 L tA H grie rh 3$ pE H (Fermat's Little 
Theorem) 一 个 简短 的 证 期 . 

定理 8{ 费 马 小 定理 ) ”如 果 p ERK, GEH a 不 是 p 的 售 数 , 则 

a? l! =] (mod p). (143 

证 了 明 ”由 于 a 不 是 p 的 倍数 ,因此 a EZ; ,由 于 |Z;|=p 一 
1 , 据 推 论 6 得 a ! — T, Bla?! = LLL a? ! 寺 i(mod f). L 

5sü rk dE 18EdEIRGZG ERGÉTPBHEDUSDÉE TTE. 

定理 9 {G - (a) Eon 阶 御 环 群 , 则 

(1) G 的 每 一 个 子 群 都 是 循环 群 ; 

(2) 对 于 G fü Era 的 每 -- 个 正 因子 ; ,都 存在 唯一 的 一 个 s 阶 子 
EEEE C 的 全 部 子 群 . 

证 明 (1) B HÆGT, W H PAG 的 非 单 位 元 . 
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于 是 在 HPE TEE EI a HAERA a^ Sh T OAL a" 
Hy 
q= dtr. rak, 
mil 
a — aT” a € H. 
f p r750,5J. 2X 5 a HETTE, [NJE r = 0. Aii a* - Ca^ Y € 
Ca^ 2. tE HS (a^. Ml H = (a^). 
G HELTRE e! G 显然 是 循环 群 . 
(25 Ws EEG BST s BSTE— EAF, MEERY LET n 
ds. Hp lui n, irk 315 


4| Lo E 


Lus Gi. d) 7i 
时 此 tia? X Gc 的 一 个 、 阶 子 群 . 
设 万 是 局 的 什 意 一 个 s 阶 子 群 , 据 (1) 的 结论 知 ,五 是 循环 群 . 设 


一 A . 


H = (aD, F Æla] =、 OX ja"] = oL ddk(s.k) 
d (n,k) 
.从 而 存在 uo E ZEB 
un t vk = d. (15) 
于 是 
ato a Ho aat = qat)" € (at), 


M iftos a) 又 由 于 它们 的 阶 都 等 于 5, 四 此 (es = (aH 
这 证 明了 G Bys 阶 子 群 唯 - 

据 Lagrange XE BE, n MEG 的 每 一 个 子 群 的 阶 都 基 x 的 因子 ,内 
此 上 述 得 到 的 子 群 就 是 循环 群 G Bm ET HE. Ll 

M, E ERuEBH zpREDPGEGRB.YE ad n MEn, k) = d,Wia*^ = 
tat. E, 4 a = 工时, 我们 可 以 得 出 : 

Cat r ga) ln. k) l. 

Modi» KIERRE O 的 生成 元 恰好 有 ttn) 个 ,其 中 gn) ERE BEER 
数 . 它 是 0.1,2.… ,一 1 中 与 5 恕 素 的 整数 的 个 数 . 


UNEPILOD- EE -: 


循环 群 一 定 是 abel 群 .反之 不 对 .现在 我 们 利用 定理 9 UJ AX 
玫 素 的 阶 的 结论 ,探索 有 限 abel ££ 22 08 FPES TE ,首先 我 们 给 出 有 
限 abel 群 中 无 素 的 阶 的 性 质 . 

命题 10 设 司 为 有 限 abo 群 . 则 居中 存在 -个 光束 EB BD 
G HARRA oc 3E G i EPI TEC. 

WEB] — ra ET PR abel SE G PRRP- -个 起 素 .a ll TAa. 
假如 G HE TocX e. d n BE a DRE En MFE -TRE 
p 满足 

pim, flip ln. 
ion = ipn = bp. Hb O0 xs «c r.(k.p) — 1. a Fle, = 


HH — a” i -| R8 - . r 24 - 
(m, Po e" k.li(p'.&) l ,as ba ,因此 据 


命题 4 得 
gatio pk phon. 
”这 上 与 a ERRATA. Ak G EDS GR A K ABE ER n. T 
MERTI H A E abel HE AIAR A. 
定理 11 GAAR abel BEL W G AM EA TE— 
ERM m, JE a" = e TEG PES EG T EIER m. 
证 明 “充分 性 . 据 命题 10,G 中 有 一 个 元 素 a EISE n EGP 
所 有 元 素 的 阶 的 倍数 ,从 而 G 中 每 一 个 元 素 都 是 方程 六 = Bm. 
由 已 知 条 件 得 | 后 | n. Xia) G, Aiken alel. MAMMIG) 
= n. FẸ G = (a). 
必要 性 . 设 G = (a) 的 阶 为 .对 于 任 一 正 整数 mom 
H = ir E Glz” - ej. 
Rec 在. 对 于 任意 pc E 日 ,有 (bce)™ = b"e ™ = e , BUE be”! 
€ H,MWili H < G. SEXE SRO T.H = (a7) dp d En 的 -- 个 正 内 


E, E HIBS- "E H IE XO. a = e BUT a 的 阶 为 ;， 


$2 T PBE, Lagranec EHF S(ABPREREQ y B3 037 


DUE s. Meis oa BUH) cL p Agre f ARE t = e TLG 
PREBI T CA ERE on. 
生理 11 dE. 

定理 12 {IRER BODIE E A BT EE. 

WERA — FD PSEF boo KEMAS de FT BI m TA E 
RfE BO TE ADEA TAE — IRERE m, Ir Fr" = En | nam fri 
PIT Xe» m RAUTEE a” = e RO mr EKR alg, 
HEHE EE 11 SRB.FE' e A M. L] 

利用 定理 12 4AeGEONE OO. 4X 4D) T 38 h ie P Wilson Æ I -— A $E 
ib eiie BA (A c] 38 1.6 85 3x 13 E EE 3E E Wilson € 85 9; — A SES 
$5 BERE. 

定理 13{ Wilson XESB) it pH, 

LUE ( mod lp). (16) 
üEBH — e po 2.9](16) AX XX LLCF ER pomo At. 3E 
定理 012 ££. A URSROER Zo 895p 1AA, EE z, 有 唯一 的 2 
路子 群 , 从 而 有 唯一 的 2 阶 元 .由 于 1 .1 了, 且 - 了 了 1, 风 此 -1 是 
2 Wr. 
ERL 中, 设 apanta | AAE 1,2,…, 户 一 1 的 送 元 , 则 


(1 (A10 e Pc ly agan ag 1? = 1l. C17) 
d PEP TEA EdiÉgnoRdH Eg 
lapaa ada id = oil, žre, p c Li (18) 


EIF), 8) AE, 
(1-2--5-p-1)- t (19) 
Ae XdEGESD 12.25-11.89 1:255 po 1 是 2 阶 元 . 因 
此 

]:2:—-p-1-2 L1 (20) 
d P2. -tp 10)2- 1. 


38 B-E RB 


Ads (B — 1)! =- 1 (mod p). 
HÉAEGXdEY3-2:p—101703.*TZÀXp-lBd&sg, 
NX, D ACE 


Zs = ie,a,a ^, a^ 7|. (21) 


e —e*a*a^ «cal ng (22) 


由 于 a 的 阶 为 p -1, 因 此 从 (22) A 


-DiS Dp-2). (23) 
KOD 式 得 出 ,pp 一 2 = 2 ,对 于 某 个 整数 / .这 与 户 是 奇数 矛盾 . 
LI 
习题 1.2 
D. HER 是 - -个 非 负 整数 , 今 
RZ-—— ibmlm € Zi. 


(1) 说明 7 是 整数 加 群 Z BTE 
(2) 说 明 £7 是 循环 群 . 
2. & H,K 部 是 样 G 的 子 群 , 令 


tef 
HK = —— ihk|h Eh, k € KI. 


WH: HK ATSE HK = KH. 

3. TE S SHE cph 1,i FEIERT EE CL 0) 称 为 高 斯 整数 群 
(group of Gaussian integers) , 它 的 元 素 是 什么 样子 ? 

4. 如 图 1 — 4 d&— Tr iE b E BC , 求 它 的 对 称 ( 性 ) 群 . 

x 5. 证明: 

(1) sS, — (02),(23) ns 

(2) S, = il 12: n). 


pra 
[ 
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Ei- 


6. uEFH 2$ 5 3 RH, 
(D A, ii 3 - 轮换 生成 ; 

*(2) A, = (01232, 1242,77 C120 7. 
7. TE SL, CQ) 中 ,过 


a-( ue ses NI 
1 Q0 -1 -1 
证 明 :A mnl 4. B AETA 3, AB 为 无 限 阶 元 素 ， 
8. 证 明 :; 如 果 群 GG 的 每 一 个 韭 单位 元 的 阶 都 为 2, 则 如 避 为 abel 
HF. 
+9. WER URR G ARARE GBA 2 Bron. 
x 10. üEBIRKdz(Euler) 定理 : 设 a ERRER a dyn T 
FLU 
aY "! = imod a), 
Hop ofn) RH eg SR. 
11. 求 6 MIRI G (a) AERA FE. 
12, 求 BE PELA E. 
13.CD) ?3 dti A; BAA PI: 


x 14. d£ H.K dé 8E G 的 有 限 子 群 ,证 明 : 
IH KI 


83 群 的 同 构 , 群 的 直 积 


| HK i = 


TRO. R D — SERRE. ES DB RE ARR REEL EAR IEEE IL, 
afe RIA APEE E E DE - 样 的 ,哪些 群 在 本 奈 上 是 不 同 的 ?对 于 
本 质 上 一 样 的 群 ,只 昌 拿 一 个 比较 亢 悉 的 群 来 人 研究 就 串 以 了 ,起 到 事 
半 功 信和 的 效果 .进一步 ,数学 家 们 的 宏伟 目标 是 想 了 解 世界 上 有 多少 
Ak ir p AS I BS RE. 

什么 样 的 两 个 群 在 本 质 上 是 一 样 的 ?证 我 们 来 看 一 个 例子 ,一次 
单位 根 群 UU.  11,- 11 的 乘法 表 , 与 Z 的 而 法 表 分 别 如 下 : 

| 1 -1 0 i 
Did ci TENE 
l | 2] i 1 | 1 0 
把 U, 的 乘法 表 中 的 1, 一 1 分 别 换 成 0,1, 便 得 到 ZZ, BONIS E ox 
B] U 与 Z 除了 元 素 的 名 称 不 同 ,运算 的 名 称 和 定 尽 不 同 外 ,其 它 都 
J& — EE BS. 也 就 是 说 , 群 U, 与 Z, 在 本 质 王 是 一 样 的 . IR E a 
就 是 , U 与 和 % 的 元 素 之 间 有 一 个 一 一 对 应 :1rr*0, -1rrl, 并 且 OU; 
的 任意 两 个 元 素 的 履 积 对 应 于 它们 在 Za 中 对 应 的 元 泰 的 和 .由 此 受 
到 启发 ,抽象 出 下 述 概念 : 

EXIL GAG EMARE IME GIG 有 - -个 双 射 a ,使 得 

zi 于 居中 生意 两 个 扎 素 a ,5 者 有 
alab) = ectajJe( b), (13 
MAREE GHC 是 同 构 的 fisemorphic) ii fE G = GPR o d G RI 


TA Eb [O1 FÀJ , USER 4] 


G HJ — 7t7 [819] S, RER 29 I8] $3 Cisomorphism) . 

Ei Ei ANË, L T zy UD. Eo ERSTE Zo 也 是 2 E US 
HEF, EDFI- T a2 TL Z, 问 构 ?更 - 般 李 ,是 不 是 任 
& ron Ep E YR AE E; ZI I8] 9? JC BR (f E TE IS ET OE ) REME? F 

RPE 1 p5 MM 

定理 1 {LA -ARIER LZ 辐 构 ;任意 一 个 o BHA Be 
BEA S E, RSS. 

uEBB — E G - (a AOL BR fé EP HE Lt 

G = iak € Zi 
£r 8) Z8)— CBE BI oiar b EIR o ERIT, AELE 


olaf- a) = alat = k+] aCu* ) + pla’), 
ur G = Z. 
MEH G = Qa») 是 m Brda^t8E 0 
G = je,d ee 下 


Suy Ga Z 的 Agoa" k O bom 1 显然 了 是 注射 . 
3&1] ko BANY = pR-—:-—0.ÀmkEk 1- gm. TE 
a^ 5 0c a = e. 

中 此 得 出 ,wf = a AE oe SERA RITA 

alatat) = olat = k+l — kti — c(u*) * ata). 
因此 ,G 43 Z, Ie fJ. m 

MARRE L.dEd LM PITE BT QR PREERE r ud E DOM PARR RR 
Uf .3R € Xe DOT om 阶 循环 群 ,就 全 ,作为 代表 . 4 yk 
418, A. ERER, JEKI E Za MIRAY. A BPHERUQXDGBH. 

显然 BERMA AREZ PRR BTE EFE At Ey TIL FE 
WE BUE E — T9 (fr XR Lap] Er FIO In] E3358 aX P S9 (fpa AR 
给 出 了 所 在 群 组 成 的 集合 的 一 个 划分 

从 定理 1 以 及 同 构 关系 的 对 你 性 和 传递 性 得 出 ,任意 两 外 无限 
d Erg sin] EJ ETE BO s RIET AE H. POS oo EE 


IHE G HG [HS — T XR PERSGSIGUR-— TS. 
Min Tz 1159 AE CR [o]. ES ut AC os I] 859 IT E — zE S REP. B TERI 
i8 GER EE SA REA TRE LT A Fl Ro PIT RUE AS IRL . 

H THEG SEG ARRS TUE RIE, GSG A -个 映 
8 = REAA. AUE G SG dine S A RE R. U, G 
与 G'A RE, a A A EER. E aA LESE e S e 
-& AS [ALE . 

命题 2 设 z 是 群 G 到 群 台 HARS, DU] 

(1) o dti G 的 单位 JEe BRING. 的 单位 元 ce 

(2) 对 于 任意 a € G, ala!) = ola) 5 

(3) 对 于 任意 aE G,a 5aola) WETERE , Xs E A 2C ER By 
LA, RECHNER TERS); 

(4) G BTH Es FHR H) Æ G BTE. 

证 有 明 — CD 我 们 有 

a(e)o(o) = olee) = ate), 
ERAWAN AÆAW ole) 在 G 中 的 道 , 得 
eole) =- e. (2) 
由 于 pafey = afe), 因 此 从 (2) RIF, ole) — e. 

(2) HF o(a)o(a ') = olaa !) = ale) = e ,在 此 式 两 边 左 
3E ola) 1,4 alal) = ala) !. 

(3) 由 于 so 是 单 射 甩 保持 运算 ,因此 对 于 任意 正 整 数 mx, 有 

a" = eola") = ole) 
>| sla)]j" = g. (3) 
由 此 推出 ,a 与 ota) 或 者 都 为 无 限 阶 无 素 , 或 者 它们 的 阶 是 同一 个 
正 整 数 . 

(4) 由 于 。 = ole) € (H), Ib oCHO JEZE UT SCHO 中 全 
意 两 个 元 素 a ,8 EEEa, b E Hl o(a) — a stb) — b AF 
ab ! € H, WAA 
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ab le 5lalo(h)3 ! = ata)etb !) — alab D € eC H). 
从 而 sf E GM TRE. C 

我 们 已 经 基 道 , 泰 数 阶 群 E E AE, AE 2 WDERIS DIST. 
EEE. 7 EIE TARE AARRE, MOm 2 Ergr 4 —TEI XS EEG TI 
— q Wi ELS EY T LT TE LR TL. PER 1994 Br SETS Ib dr fg 
Ni? 

7a 是 4 阶 循环 群 

44+ 有 - -个 4 阶 子 群 天 : 

K = 1C1),1226342,€132 (242, C140(23)0] . 

K 中 非 单 位 元 都 是 2 阶 元 ,KK E 4 Bro. Z, fi 4 TC 1. DRUCK 
与 Z, 不 同 的 ,从 市 4 阶 群 至 少 有 两 个 同 板 类 .还 有 其 他 的 同 愧 类 吗 ? 

WEG 昆 任意 一 个 4 阶 群 , 则 中 非 单位 元 的 阶 只 可 能 是 4 或 2. 

情形 1 Gdi4Wpta.W| G = tu?. 从 而 

G T Za. 

情形 2 (没有 4 阶 元 . 则 已 的 3 个 非 单 倍 元 上 pe 都 是 2 阶 
JG. EMEEIB Labo eC a = b.X b by hab. 
ab Z arab Æ b [EN ab - c. NIME ba = c. tdt ab s bu. HF a. 
b.c fS po ES — PERY PLE LFE nT E 

ae — b = dg, bec — a = ch. 


Mm G Œ abel 8t. 


a — —(12){34) 
b —->{ 13124) 


(060140232 


(12934) ][C(132(242]. C14)26(23), 


[CI22 G4) ][C1422(232]. (13)(24), 
LC132 94) ]LCTA3 (23) ] : 122 (34), 
T AE s REG 到 KK H T IH FIERE ST. M mi G  K. 
£x E ErxB ,4 RA AE L ES ; — 3S E 4 Br ÉCRIRE LIBI 
E iB- E 4 BELIEBTE abel HE, TL DS [CR RI ELO A. 的 4 阶 子 
SE K .有 没有 更 简单 的 4 阶 韭 循 环 的 abel 群 作为 代表 ? 
RIXA E A 58 EE EE SETTE JL TR : 
Zax Zo = 1(0,00,(0, 01,09, 0, DH. (4) 


wE 
def 
tupsu) + (b, bi) — = 
HR a,b, € Zi = 1.2. 
显然 ,Z x ;对 于 上 述 运 算 成 为 -个 abel 群 , 它 的 单位 元 是 (0， 


0). 由 于 


Ca, + bisag + P3). (5) 


2(0,1? = (0,1) + (0,1). : (0,0), 

[3 H,(0, 10. EE 2 pm. 2E p BR LCL,00 C1, AE EE 2 阶 元 .从 而 x 
是 一 个 4 人 阶 非 循环 的 abel 群 , 称 它 为 Klein Bf. & £k 27 USE CIR IE 
Vierergruppe? dE V. 它 可 以 作为 4 阶 非 循环 的 abel PIE. 

从 Z x ZgUR EE SDE.IXEDCDEÓSIB— RAE. 

设 GG 是 两 个 群 ,在 它们 的 笛 卡 用 积 台 x 避 上 定义 一 个 二 
元 运算 如 下 : 

Gg Gn) — Gu RD (6) 
显然 ,这 和 个 运算 满足 结合 律 ,有 单位 元 (eye ) ,每 个 元 素 (g,g RE 
3g ag TD PI G ox G RI- TR, REAR G UG 的 直 积 
(direct product}, id fE G x G'. 

ims G uc 的 运算 都 记 成 加 法 WAR Gx G 的 运算 也 记 
EIDE. EREEREER C x G ÆG 5 G' 的 直 和 (direct sum) , 记 成 
GEG. 
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u.a GOR GO) Æ SER fec JHE G ox G dibus ERE, an 

F GAG fEEIER.UI (393 G> G' duiEAS REEL HEEL LG x G | 
G|] 

VOER.ASRSE G AG ABA abel BELT HALG x GBA abel Bt. 

EIRE Go G HG x G fg. g.g elg a EG 
x G' 38 OG < G 89—T IRR S. 

TRE NM uE.G « 的 一 个 子 集 i(we Olg € Gc d&— T TEE 
就 是 如 XX deg. WEP giele O ERI FG XU Gox ie BS. SH. 
Mala Gx e i AH, Gx G IBI TESCO. BOR C GI 
a -ATRE EE a GO ph G ge^. 

类 亿 地 . A ff) 8] LA FEIN REL E BS BEBRS FERE. fof RULES C, x 
Gs x c x G, DE A- T E: 

Erpa ctt QU aa ys atto) 


def 
Ny b. (7) 


MW) SIEHE Gi > Gi XX 成 为 一个 群 .. 称 它 是 和 群 Gu Gona G, 
l3 EE iE Gi x Ga xon x G.. 
例如 ,域名 , 上 的 维 线 性 空间 23 MIER ME n TUSE: 
Zh exh RERA Z 中 的 加 法 的 定 浆 为 
{a da) t CB. bor Lb.) 


det 
B = (a, 十 b. 十 Pa, Tady + Dp). (K) 


从 而 z IER E n TZ BAR. 

样 的 血 积 是 用 小 群 构 造 太 样 的 -种 最 简单 的 方法 .例如 土 面 几 
2 BrüB 4E Zo 与 口 身 的 直 和 :构造 了 一 个 4 阶 非 循环 的 abel FE: Z x 
Za. 


我 们 常常 整 用 on Z, 与 z 阶 循环 群 亏 ,的 直 各 构造 一 个 
niu 阶 ahbhcl 群 : x Z,. dr IO n] BE Ur E REPE? PIIRA I— 


Zu ER 1 生成 的 m BIA, AE p JE m Epo6. Hr Z [fu 
Za X Z, EFR a. Mla € Zui A -个 癌 构 映射 ;a 一 (a 0), 
AE Z, x Z, H. (1,0) EE m Bu. [3 2800,1). E n Ew. d F 
(1,0) + (0,1) = (1,1). 
REAA n) = 1.9 88 82 的 命题 4 得 ,(1,1) 阶 是 mn, Mri 
Z, xzZz, 基 由 (1,1) 牛 成 的 ma 阶 循环 群 .如 果 (m,n) = d 7 1.iE 
= 对 于 任意 (a 5b) € Z, x Z8 
mdu (a,b) 2 (m'dn'a,m dnb) 
— (a ma, m nb) 
= (0,0), (9) 
Kiila bh NE m dn 的 因子 .由 于 jdn < mi, Alkla, h) 的 
阶 小 于 mn. MAT Za X Z, 不 是 循环 类. 综 上 所 述 , 得 
命题 3 Z, x LO ERRESA S m,n) = 1.8 Zp x Z, 
c£ MAH Hn, n) :: 1. [1 
命题 3 使 我 们 能 识别 了。 x Z, 是 否 同 构 于 Z... 
A CERTES, MAGIC 的 直 积 Gx G UP GSC 
可 能 是 不 同 的 群 , 例 如 了 53 Z, HEP m ^ n aR AE, 
如 Z, 与 自身 ;还 可 能 是 -- 个 群 的 两 个 子 群 ,例如 ,SO3 SII.- Pi 
以 构造 由 积 ,而 它们 都 是 OS 的 子 群 .我 们 来 探讨 SO xir -i 
OQ; 有 什么 关系 . 
Bji O= SOx ii,- Fl. 
证 明 4 56:SO.x ÍI, -了 i 一 ?Oi 
(A, U) —*T AU. 
显然 g 是 映射 ,现在 来 证 9g 是 单 射 . 设 
stA,U)= e( B,W), 
M AU — BW. BIA = WU € SO.) til, - FE. - FH 
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( IP T 2-1.HX5—-1€ SO. Mr 
SO, Mor- PF = il.. 
于 是 BVA- WU '= 了 .由 此 得 出 .A= BLU - WOP(A,U) 
(B, W3.HBj45 o XE E M. 
TARE c EAH. ER TE O.deX!1 -—1d.S9 TE SON. 


NaT=Tl=al T, D.T = LAIT D 一 1. 记 人 了 
TC- D, T € SO, AT T(- I) aCP , — D. IB 3t o X 
4. 


ToWEdutodEHiEOX ARA, U) (R, W) E SOix i1, - I. 
我 们 有 
s|CA,LOCB, W)]2 s(AB,UW) (ABX UW) 
(AUX BW) = se(A,UJ)oCB.W) C10) 
因此 g TERRA AD SOx T, -了 S OS. o 
EAA p RA A: O 的 每 一 个 元 素 工 可 以 表示 或 
T=- TI &T - Ti- 门 ,因此 
O, = SO, I,- His 
这 保证 了 og 是 满 射 .我 们 还 看 到: 
SO, il HsH, 
这 保证 了 是 单 射 . 我 们 还 看 到 :SODi 的 每 个 元 素 与 1T， I 的 每 个 
元 素 可 交换 ,这 保证 了 口 怪 持 运算 . 
由 例 ARER, ATARATE: 
定理 4 设 忆 是 一 个 群 , 瑟 ,K 是 G 的 岗 个 子 群 .如 时 
G) G = HK L jhk € H.& € K.5 
(QD H)EK iel, 
Gi) H P & TooX K PAARI EI, 


Ui 
(; — H x K. 


(h, k)—Thk. 

h FG = HK ,因此 GEET Re 可 表示 成 中 Abo TUE b 
€ H,k € K, Mielh, k) = hk = g. BUE o JL. P ub o zx 
Bp. 如 困 olh, k) = s(ho, R2. M hub, = hoka, AM ho! 5, = 
BS, UC HO KEFHBOK = jel AE hs hi = kzki = e MA 
Mi hi = Aak = ko. BCh = Cha, £;). Ait o EE HE. T mHE 
c DET: 

olihi, CAS ko) = aCh ha b ko) = Chih) (Rika). 
H OF AR EE Gii, AUE 

(hiho) kiko) = (hik hoka) = olhikijalAaka). 

Ai o RiR. ELE, HSK. C] 

i B.K RSEG EJBITTH2L.DIR GEH x K, M GETH 
H 5 K 的 内 直 积 (intiernal direct product), 23 BEW igfE G = Hx 
K. 

注意 光 是 G = HK 不 能 保证 G ETE HSK 的 内 直 积 ,还 必须 
满足 定理 4 中 的 条 件 (ii) 和 (Gi) ,才能 保证 G 是 互 与 的 内 直 积 .条 
FGDH NK- ie 保证 了 中 每 个 元 素 g 表示 成 g = Ak BAA 
唯一 .条 件 (ii) 保证 了 G 中 任意 两 个 元 束 g&+ = hu SE g= hok TR 
乘 时 ,有 

giga = (hih) (kika). 

BRIE A, 与 h W, k 与 上 相 乘 ,然后 求 它 们 的 乘积 . 

"PEE G 的 运算 记 成 加 法 时 ,如 果 G 是 它 的 子 群 号 SK 的 内 下 
和 iE G EH HK m)PJ ER (internal direct sum). HF fE C = 
ZPR EHREK 0 0G np 

订 以 把 定理 + 推广 到 群 G 的 多 个 子 群 的 情形 
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定理 5 RG E- TA aR URIA. H Hoo HL EG nn 
TFAA 

xov def |. 

OG  H, t Hic 4H. —— ib, hy & e 8 hi dh, € H,. 
1 x PuLsla 


GD H, N (XH, )s iel.i = 1,2,0,5; 
Cm 


(D H, I] SET CA y H, BS S TRZA, Hp: jlr 
J "AS. 
则 GI HO € Hi 
此 时 称 G Æ rË H Hoon, H BA DA, 2] 8$ E ic fF 
C= H PHG PH, 
EH 5 my BE] 77 Hz R FE 4 II ubTE. EAk MA BE. 


~ 


习题 1.3 


L. 本 明 实数 加 群 R 与 下 实数 全 法 群 R” 同 构 . 

2. 在 加 的 单位 群 UC) P2 Bp E REIP UC) 与 大 的 加 法 
8 ul 9 ui ? 

3. U(Z4) 5i Klein E& Z. x Z, [n] £j I3? 

2]i8 1.2 f] 95 a, EA TE Sc BSOSEERCPEO HE G H A, 的 子 
RE K = 1,290349. (1324), (142 (235. [B] R7 
*5. IBID; ^7 s. 

6. i$ G E — dT DEL WE: RESI ori me o! EEG II G fre pu ST 
HIL G E abel 8E. 

7. 正四 面体 的 旋转 对 称 {( 性 ) RE Gi. 1E E de HER Re d RT BR 
CHE dE Go EAGER EROE FE Ds ERA 12 BARÉ, ix 2T BEEUE 
uj F4 qu 

S. WLBZ x VEO HPV AR Klein ff. 


9. FJ 4- 24 [fr abel 群 中 ,哪些 足 彼此 问 构 的 ? 
Za oxZ, Z, X Za, Zo X T4 X T3. 
+10. 下 列 二 个 24 Br3bE SE BR TED, G EPAR? 
Dio, Dax, A,X Ta. 
* 11. 证 明 ; 当 是 奇数 时 ,Ds, 兰 D, x fa. 
* 12, i n E EE, EH: 
(19 O, 2: SO, x 1I. — His 
(20 O, 7: SO, x Fy, 


84 群 的 同 态 ,正规 子 群 , 商 群 ,可 解 群 


图 1 5 旦 -- 个 物体 的 三 视图 {依次 为 从 上 往 下 看 ,从 前 往 后 看 ， 
从 右 往 左 看 ) .你 能 说 出 这 个 牺 体 的 形状 吗 ? 


O LU uU 


这 是 —4- BI G EGRE ,例如 茶杯 . 一 个 物体 的 三 视图 就 是 把 
它 分 中 投影 到 空间 直角 举 标 系 Ozryz 的 三 个 坐标 平面 上 .然后 从 化 
的 三 个 投影 了 解 物体 的 形状 和 大 小 .投影 是 用 箱 空间 V 上 的 一 个 线 
性 变换 .从 页 它 是 的 加 法 群 到 自 对 的 保持 运算 的 映射 .从 日 常生 
活 中 的 例子 看 到 ,这 类 映射 是 相当 布 用 的 .为 此 我 们 引 时 下 述 重 要 和 李 
食 : 

定义 ] GAG ENARE. mE GEG 有 一 个 映射 ,使 得 
对 于 全 中 任意 末 个 元 素 a ,5 WA 
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glab) = a(Caoa(h), (1) 
WPERG ERC EEG 的 -个 同 访 映射 f& PR [a] S ( homomorphism). 
BF c EG 的 问 态 映射 = HEERA DT o ARUM dX TR 
fr Eo ETAR RPTE ANG DR Al. 因此 在 同 构 上 映射 的 性 质 中 ， AER 
用 到 "so ROLE xx T IPTE BS A F S] S BRUN UL X ors TERIA F 
"e 

命题 1 Ho REG SIG 的 一 个 回 态 .由 

{1} ga 把 GG 的 单位 元 e WG 的 单位 Le s 

(22 ala !) = sta) !. Va € G; 

(3) G BFH YES FUIR H) 是 G "HET E. 

(4) G Es THE Imo E G' B P TE. E Imo AEn] o 的 像 
(image). [ ， 

TE TE 60 396^ 89— T] i o HE 

g^ = e = rla)" - e, 
A Jt s 有 可 能 把 6 AERE ta MRG ARET PSU e AC 
i s Brac. M oa) BIET IS n B3— P INT. 

B r ERG EG 的 一 个 同 态 ,如 果 og 是 满 射 , 则 称 c 是 满 同 态 
(epimorphism); 如果 = 是 单 射 , 则 称 o Zi S i x monomorphism) , x 
Tix A Cenibedding?. 

LR B GG 到; i zs o AWASHA Ime = G .so 是 单 
hi s REGE AE E A 2 ema PSP: 

Ex 2 BoBC 的 az." G 898 oce (08. 
ít fS FX o 的 核 fkernel), 记 作 Ker o. BD 

Ker s u € G gla}: e. (2) 
事实 1 PGG 的 同 态 s 的 核 Kero EGM- ATR. 

ub RH HT sle) 2 e (RIE e € Kero. 

IER a.b € Kerg, W 
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alab) = e(ado(b) ! 9 ee 5 — s, 

HHE ab ! € Kera. ATi Kere < G. [ 
事实 2 P GaC BEHS. KRSH Kera = iej. 
证 明 DEIER. RIDERE. a,b € 4 使 得 

sla) c(b).Wja(a)a(b) =e .从 而 ofa5 1) - e EHE e`! E 

Kerg. H T Kera iel AW ab ! — e, ij a := b RH o AER 

"i [ 
例 1 FERH o ERER ZE Z, 的 -- 个 同 态 ?6o 的 像 Inac 是 

慎之 Yo Wi Kers EMAY 

a: ā —> Ep 


Q' ?*ü. 


f 由 于 对 于 任意 a0 € Z, 部 有 
a(ac-b)—-atbz- a * b - a(a) * a(5), 
Bis s EE ZEZ, 的 -个 同 态 ,显然 o 是 满 射 .因此 Une - Za. i 
于 
a € Kersa = 0 
ea = mi, HEDE, 
因此 Kere = imil € Zl. 


mz =- lmtli € Zi. (3) 
则 Kers = mZ. 
KEO AE. E- ATCR m, WA m 阶 循环 群 Z, 是 无 限 循 
HRE Z 的 一 个 何 态 像 . 
JA B] 1 还 可 看 出 ,7Z 里 的 无 限 阶 元 素 1 在 同 态 = 下 的 像 1 是 工 。 
里 的 os 阶 元 . 
例 2 下 述 对 应 法 则 + 是 不 是 # BEZP O, 到 2 次 单位 根 群 
U- 的 一 个 同 态 ?Imr ,Kerr 分 别 是 什么 ? 
r: O, —-U. 
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Pi->|T]. 

解 IH pE Zi ERITI A DE — 1. HE rO, $35 U. 的 

一 -个 映射 .由 十 对 于 任意 ToT e 0, 8A 
OT.) ODT- | THE Tpi = zT eC 178). 
Ust rt EE O aE- AAA, SER cod ST. EIE Ime = U.. nl 
T 
T € Kerr €&—|T' -1«—5r& SO,, 

因此 Kerr — SO. 

我 们 来 分 析 例 2 中 的 Kerr( 妈 SO,) B dE ATEM. id K = Kerr. 


上 于 相似 的 条 阵 有 相同 的 行列 起 ,因此 对 于 任意 给 定 的 了 O,. 1f 
Ek A € SO,CBI, KO.4i 
ITAT | s (T D air 0, dlA| 2 1. 

从 而 TAUT cC K.* 

TKT ps TAT !|AC Ki (4) 
Wj 上述 表明 

TKT K, vVT€0O, (5) 

ATTA TOKT K, YTE O, 


FERTILE B C K.H 
B-TO '!BI)T ! € TKT ', 
从 而 用 KZ TKT ! (6) 
人 (5) 06) 式 得 出 
TKT != EK, YTE OO,. CT) 
CD) sk Kerr 县 有 的 性 质 . 
一 般 地 .我 们 有 
命题 2 设 g 是 群 G 到 GG 的 一 个 同 态 , 记 K = Kers 
geKg = K, Vg€G. (8) 


证 明 [LERE p E GJER r € Kf 
s(grg !) = a(g)s( c)oCg) ! = ot(gD)e'o(g) ! — e’. 


IA JE grg | C K.M Ky CK. ji 4g ! Kar £— K. A mx EE 
E& ~ c 天 ,有 


vy = glg ngog ! € gKg '. 


从 同 态 = 的 核 Kero 具有 的 二 述 性 质 爱 到 局 发 ,我 们 抽象 出 下 述 
重要 概念 : 
EX3 群 G 的 一 个 子 群 N URE 
gNg = N, Vg cG, (9) 
MAE N REG 的 - -个 正规 子 群 (normal subgroup), ii fE NGG. 
从 合 题 2 立即 得 到 , 设 so 是 群 G 到 GG 的 一 个 同 态 , 则 
Kere d G. (10) 
设 日 性 群 6G 的 一 个 子 群 .容易 验证 ,对 于 任意 sg € G, 有 gHg” 
也 是 G 的 一 个 子 群 , 称 gHg ! RH B3 -- 3E Me T HE (conjugate 
subgroup). 以 定 区 了 立即 得 出 
事实 3 群 G 的 一 个 子 群 N 是 G KERTEL N 的 所 
UPI ES IL FNA. O 
TIR. iel 和 GAER G 的 止 规 子 群 , 称 它 们 是 平凡 的 正规 子 
群 .6 的 其 余 的 止 规 子 群 ( 如 果 有 的 话 ) 称 为 非 平凡 的 (non — 
trivial). 
正规 子 群 的 特征 还 可 以 用 下 述 命 题 来 刻画 : 
命题 3 群 对 的 一 个 子 群 珀 是 如 的 正规 子 群 当 且 仅 当 对 于 上 中 
等 一 个 元 素 a. bi aH = Ha. 
证 阴 GEH HIG. AR aE G, aHa = 五 .于 是 对 
CHE h E€ H. aha ! € HIM TUR 
ah = (aha a € Ha. 
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HIE aH = Ha 2S e n] BE. Ha = aH. HIE aH = Ha. 

ARH. aE g E CG, IERA C H, AF gH c Hg ARIETE 
AA E H,ÍBf gh — hg, Mon ghg ! = h € HBE eHe OCH, 
TEBAS g Hg= H. MWHATHE y6 HB y= glg ssa! 


C Hel AIE H gHg .经 上 述 得 ,egHe = H, Yg € G JAD 
明了 HAG. L] 


从 葡 题 3 的 充分 性 的 证 明 过 程 看 出 ,在 证 明 群 G 的 -个 - 广 群 五 
是 的 正规 FREUT REDE I XR GE: 

命题 4 县 妃 是 群生 的 一 个 子 群 ,如 果 对 于 任意 给 定 的 gE， 
[LER A € HET shg? € HW) HÆG 的 正规 子 群 . C] 

从 命题 3 立即 看 出 ,abel EAA TT FABAS IF HT T. 

Mog 3 Mn] ELT IB. 

推论 5 WE HERGES 2 RTR, M H AEG 的 止 规 子 
gt. 

uH {Rat G, aC H.HJaH - H = Ha, iiit a € 
三. 此 时 有 

G= HU «H. G= HU Ha. 

出 此 得 出 ,aH = Ha.JAW HG. r1 

HA, n 2 1 时 ,由 于 [5S, : A,] = 2, HIC ALL S. 

例 3 PFE A, hait PER V 是 As 的 正规 子 群 , 也 是 s: 的 止 规 
TRE. 

uFHB A, 的 4 阶 子 群 为 

V o= 1e,012)03432 (133 (24) , (1222301. 

Ss 中 的 置换 ,如 果 = 的 轮换 表示 是 两 个 不 相交 的 对 换 的 乘积 . 则 o 


zfayesltesedyr | [rtfeayeaylr BNICTOPRE: ! | 


= (rta r(a)) (rin) ras EE V. 
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X rer! -eC VARE V4 S,. Km iis vA. " 

正规 子 格 在 研究 群 的 结构 中 起 着 十 分 重 竖 的 作用 . 

iN RGEC 的 - -个 正规 子 群 , 则 对 于 所 有 的 a € GG, 有 aN = 
Na .从 而 (GAN = (GAN),. 于 是 可 以 把 G XCF IE BUT HEN 的 左 
CH) ir SE GE FIO T S Canonem set), WAE G/N. TAE G/N 中 能 涉 
能 定义 一 个 二 元 运算 ?由 下 人 ZN HI TC EN BI Ie ER RE CRX T BUG 
陪 集 ) ,它们 都 是 样 G 的 子 集 ,所 以 我 们 首先 来 规定 群 尼 的 两 个 子 和 集 
A £5 B BEA: 


def 


AB = iab|la € A, b € Hi. CIL 
显然 , 群 G BU dE IE HE HE UE FEE: 
(AB)C = ABC). (12) 


ARA iai MHE AB fice aD. 
现在 侍 取 正规 子 群 N HADER GN. DN. 
(CaN)(bN) 2 aC NB)N = afpNIN à ( ubiN ) N 
= ab(NN)  abN. (13) 
(13) È REI, EA EE N BUE E PL DAR SEN 与 5bN HRE 
S uaBN ,因此 我 们 可 以 在 商 集 G/N 中 定义 - -个 二 元 运算 如 下 : 
(aN)CDIN) = abN. (14) 
从 (14) xXx HB LPS ER RH XE SE BR E SEU 55 s "ETAT INC FRE , A 
此 容易 看 出 ,(14) 式 定义 的 乘法 满足 结合 律 .由 于 对 于 所 有 的 aN € 
G/N. 
NaN) = (eN) laN) = eaN = aN, 
CaN)N = uN, 
时 此 N SCAN 的 单位 元素 ,出 于 
(uNO(a IN)= aa !N = eN — N, 
因此 G/N 中 每 个 元 素 aN 有 道 元 4 N, MAWR GAN 成 为 个 
HEE WR G at POFA CHEN BEC quotient group). 
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M EAER 6G d9 PSEH RJEIETO PER, IA HEEN E 
PiE aH ay DIT RIIE TUD i H B3 IC FS MERE A B RECG ZED, iter 为 
-FREELY 
事实 4 ik Ca IARE NSO, MERE GAN 的 阶 等 于 
" 1) 
G YEs TIETEEN 的 商 群 GAN ZW Tb C AMET NE 
SR dn HE GAN Bons Lie dde G ipsc d IRAE G 与 GAN OO EUH 
的 关系 .下 面 的 命题 6 IRN, BE G/N 是 群 G 的 — PEOR 
命题 6 UON REG BI— TIEME SEIS 
mid — G/N 
c! —uN, (15) 
Wc EEG Sq HEGÁN mI. EH. Kerm- N. 
证 明 FG HENTO u. d A 
miah) abN — (a NHAN) — z(alzx(b). 
[Hg x EeEEG $8 G/N 的 一 个 同 态 .是 然 x 丰满 射 . 册 于 
a € Kerz sf) = N aN c N —»u € N, 
IE Kerm = N. t] 
amw 6 ipu X [Sx miae aN., FK A A ER ei mS (natural 
homoemorphisn) . 3X £8 78 [8l (canonical homomorphism). ATEI 6 1s 
RM. mik GN BERG TE HS fede i 态 下 的 像 ; ETHER TEMO E F 
EE N LE FLSR IL S D P E C10) 式 告 泊 我 们 , 群 G EG dT f(E— ES e 
的 核 Kere lik HIAF. NT X REI JEFE Bü-£ 8E 518] S du] 62 8 
吉 关 系 就 了 如 指 掌 了 . 奖 似 地 葵 虚 ,既然 商 群 G/ZN 是 群 G iiih 
Ae bz iio. gu G 的 任 - Ff e G Xr np FE n TE hl 
有 什么 关系 ?下 面 的 定理 7 加 答 了 了 这- -问题 . 
定理 了 ! 群 同 态 基 本 定理 ) 设 f5 龙 群 个 和 钊 GG 的 一 个 同 态 . 则 问 
Adell HT Gg BE G, Kera. Hi 


G Kere — Ims. (16) 
HERA — GUN = Kero. B] NIG. AMARRE G/N. ® 
di G/N ——— Ime 
uN aia). (17) 


出 于 uN BNS b lac N 
€—P5s5í(b lu) = e 
ola) = alb). 
HIE y E G/N 到 Ime 的 -个 吴 射 ,并 且 p ERR WES y EN. 
对 于 住 意 aN, bN € GAN, 有 
dLCaNOCAND ] - viabN) = c(ab) - otaloth) 
d OON D BCDND). 
因此 y Æ G/N 到 上 me 的 一 个 同 构 ,从 前 
G/ZN = Ime. L] 
Bl 1 中 指出 , 群 世 到 有 一 个 满 同 态 =, 且 Kerc = mZ. FEE 
群 同 态 基本 定理 ,得 
Dfm Lp. (18) 
Aj Fi RE fel adis dk a x HI RT DLE SI Ip — $6 BERE el P 9. 首先 要 建立 
- -个 合适 的 映射 = ,证 明 它 是 满 同 态 ; 然 后 去 求 同 态 的 核 Kera ,最 后 
据 群 同 态 基本 定理 得 , 同 访 像 同 构 于 商 群 ,下 面 是 用 这 种 力 法 得 旬 的 
两 个 重要 的 阿 构 定 理 . 
定理 8( 第 一 同 构 定 理 ) dE G ARRBÉQH < GINA GI 
(1) HN <€< G; 
(22 HO NA H,Il H/Hf1N  HN/N. 
证 明 (1) 显然 HN 是 非 空 集 , 任 取 h nu han € HN. 
(hini) Chang) = h nans! ha, 
= Gi ha Dikalan) LE HN. 
因此 HN < G. 
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(22 iT NX C, HE NJHN, S 
os:H- +HN/N 
h^ ->hN. 
在 HN AN 中 任 联 (DN = AN MUI SCA) = AN = Chn N RIE o È 
满 射 . 对 于 任意 hon € HUBS 
s(A hi) = hiho N = hi NHI’ ND 
一 af hjal ha). 
HIE o EH S HN/N 的 一 个 满 回 态 . 我 们 有 
h € Kero > AN = N ——h € HÍ1N,., 
因此 Kers = HO NI IO NIH. WRENS AREE. 
H/H(1NCZCHN/N. Li 
Rf UES).S; Ho « GN GM 
(1) NH < C; 
(2) H/H (| N X NH/N. 
定理 94( 第 二 同 构 定 理 ) H G d TRSHAG.NQOG.HON 
Cc H, H^NS G/N,H 
(GA/N)/(OHZN) X G/H. 
证 上 明 今 
ciG/N— r (7H 
a NC—*aH. 
üj2toaN : ANW A a € N.H FN H,FiE b a € H, Mm aH 
= bH. RRHH o 是 一 个 映射 . 显然 o 是 满 射 .对 于 任意 aN,bN EE 
G/N, 
a (aN bN] 5 otaubN) abH 
= (aH bH) = slauN}otl hbN)}. 
HE o Æ G/N BIG ZH W - tr RI RITA 
l aN C Kerot—»2 aH = H &a E H 


V€—-5aN C H/N, 

因此 Kere = HZN.J H/N J| G/N. BERE [el s dE E ER LH 
(G/N (H/N) X GAH. m 
nda] JA - i 2 BIRTEL T gZrio] ESSE Sz np vL FRE TR RE AR 
AAE ,对 村 群 昌 , 我 们 可 以 从 它 的 不 同 的 同 态 像 上 了 解 G 的 
结构 . 而 具 群 丫 态 基本 定理 知道 , 群 避 的 每 -个 同 访 像 部 同 构 于 已 
对 十 回 态 核 的 商 群 . 又 同 态 核 是 e HECH E, M ZIAR. Fue H E 
掌握 了 群 o 的 所 有 有 正规 子 群 ,那么 就 把 握 了 和 群 C m PET je) ds fA 
而 可 了 解 群 G 的 结构 .这 就 是 为 什么 说 止 规 子 群 在 研究 群 的 结构 中 


起 着 十 分 重 纤 的 作用 的 毕 故 . 
如 果 一 个 群 G 只 有 平凡 的 止 规 子 群 , 则 称 G dé SR Bf (simple 
group). 


E TX E RUE EE PL 85 LE ELTE RE, ES ie TE RE 96) fe] s f ex, dr BLU 
于 1e1 ,或 者 同 构 十 恕 .通俗 地 说 , 单 群 是 " 掀 成 一 团 ”的 群 , 无 法 把 它 
“ 拆 开 " .于 是 单 群 是 群 论 的 某 本 构件 .犹如 砖 是 砖 房 的 基本 构件 , 梁 
数 是 整数 理论 的 基本 构件 一 样 . 

能 不 能 找 出 所 布 的 单 群 ?或 者 找 出 所 有 的 有 限 单 套 ? 

abel d£] &j- :个子 群 都 是 正规 子 群 ,因此 如 果 abel f G Ep. 
则 的 子 群 只 让 两 个 ;iel A G.M a Aent, Ca) = .由 十 天 
限 循环 峰 和 合 数 阶 循环 群 都 有 非 平凡 的 子 群 ,因此 G = (a) 必 为 素 
数 阶 循环 群 .反之 ,如 果 G 是 素数 阶 衢 环 拜 , 则 显然 G 是 单 群 .这 样 
我 们 证 明了 : 

abel BÉ G 是 单 群 当 且 仅 当 台 是 素数 阶 循环 群 . 

3E abel 拜 中 哪些 及 单 群 ? 我 们 用 排除 法 , 先 把 非 abel 群 中 涉 是 单 
群 的 找 出 来 BEDA IE EA RE RH BER ARP RE. 

下 而 我 们 将 介绍 一 类 非 abel 8t. C] ADR RE AERE TUE IS 
abel 群 有 善 密 团 的 联系 .让 我 们 先 看 一 个 例子 . 

A SEE A, TEATE V: 
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Vo= je, 12}634), (13) (24), (142 (232 1, 


因此 A, FEMRE EJAY - A = 2 - 3. 因 此 商科 
Aa V x 3 Jyrin ERE. BI abel ff. 
JM A TAFEA M DIE 8E G JETE vm c TUE 
Hb TE NIER RE G/N 是 abel SF. TARE GAN BEC 的 UT 
LAS TRIEME PEE ON REIR SS ER, AEE c POTERE TERN pH TERR HE 
GN J abel HE su 9E AIRE G $0 :个 群生 的 一 个 网 态 = 使 得 
[a] Sf. Imo 为 abel SE. 3X £e X f[]2K Zr Er T8145 18 Ime JJ abel SER RY 
AREA. 
Wo ERGEG 的 -- 个 问 态 , 则 
[me Jj abel 8f 
条 yy * a(vl)at.z3. Yoleri olx) € Imo 
e—sc(Qcyr'yl)-e€.Va.»cG 
< arar ly € Kere, V x,y € G 
e— ioa YE G, = Kers (19) 
我 们 把 ryr |y | FRA xy E735 (GET commutator}, id EL c, 
y]. 8 $8 
quc vro Eryr ly s e. (20) 
定义 4 f G 的 所 有 换 位 子 生成 的 了 群 称 为 G 的 换 位 子 群 
(commutator subgroup) .或 者 导 群 {derived group) WELG, GIRA 
G' (注意 本 书 也 用 G^ ESIA TE. AEEA LP XC G É 
Ji c RTE MEAE -AE A 


G = Gcr !y ! ry € Gi. (21) 
TRTI 
事实 3 BÉ G $ abel £25 BH (08 CG iei. L] 


HEA, G Bta TREG A T 6 85 abel IHE deu HELM BE i, G 
j& A. t] G SS abel A$ HEI. 


命题 10 PEG "ED TSEG 是 全 的 一 个 正规 子 群 . 
WA ”任意 给 证 C GER € G8 
pzg z E G, 
也 而 gzg |= (ggg zz 
PZN G'qG. —] 
B C190 RA G HETH.: 
命题 [1 do ERGEG 的 一 个 同 态 , 则 
ime 为 abel 群 4> G — Kerg. r] 
从 命题 11 中 得 出 : 
定理 12 BG EPG HMAT, NIG., M 
(1) Cr 是 abel ff; 
(2) G/N 为 abel PSHR G^ EN. 
证 明 (D BFG <I G. AETAT G/G ITI IE S :6 
-- G/G 由 于 Imr = GZG',Kerz = G ,因此 据 命 题 1) i, GAG 
为 abel EE. 
(2) AE E R aA miG — G/N. HF Imr = G/ZN,Kerz = 
N ,因此 据 命 题 11 得 
G/N HS abel SÉ 全 全 全 SN. [] 
从 定理 12 看 出 ,G 的 所 有 abel AREF, G/CC 是 最 太 的 一 个 , 形 
成 商 群 G^G' , 称 为 把 Gabel 4" Cabelianise? . 
$|4 求 A, 的 换 位 于 群 . 
EO 我 们 已 知道 ,AyAV 是 abdl 群 ,内 此 A; S v. dim 
(123), (12) (34) ](1232 ! = (2320412. 
[400120 (042) RE A PIE BU P SÉ. H, VAERET 2 Br T BE 
也 ,不 是 A, 的 正规 子 群 .又 A, ETER, DIC A, Æ jej. AT A; 
= V. L 
在 例 4 中 .4 - ,而 WW 是 4 阶 abel 群 ,因此 VW = lei. TEA, 


$4. fü. TA Aa RER 03 


fi — Tr 3 pe a TRESI); 
Aa PA Diei. (22) 
—Huh.im oc RO AP. RTE C 的 换 人 了 于 群 记 作 G, E 


GU PATCHE G. e AIAR A FPREITTESI G 的 
Tr P BE n T EEFI: 
GEG bU pee bg * P pg poe (23) 


PRE C HBE PI derived groups series). 
Ap G ETTIR OJU G Hy te BE 1] ELE AIT RE: 
情形 1 METTLER e: FE, A 
GU! s (GP £ lp 
情形 2 有 - :个 止 整数 点 ,使 得 GU = iel. 
定义 5 HGE tH, WERA AERE 有 ,使 得 G'* 
iei WA G ARAM H (solvable group) ;否则 , 称 GC TARR. 
对 主任 abel G HF G5 diei. AIE G Je ef ETE. ARH 
abel RE ABIE oJ BEST . 
从 (22) SUE IB A, JEn RRERE. 
事实 6 3E abel Pj RT ERE RE BE. 
证 明 iG RE abel EIS PT SEREL HI G^ lei, HG 7 GR 
iG — G MRIZI [D iei.xx toG XE n REAN 
I0. te G 有 非 平凡 的 止 规 子 群 GG ,从 而 G ER. E 
3x6 IRR dE abel YRR BEMA m] f REP E SHE LX H0 T 
1E dE abel 单 群 指 明了 方向 . 
1962 F.W. Fei M J. Thompson WPA £P: MEE RT AP Rt anj 
| AERE, 其 证 明 长 达 255 页. 这 个 结果 称 为 Feit — Thompson 定理 ， 它 表 
时 :不 这 解 的 有 限 群 必 为 倡 数 阶 群 从 而 Feit — Thompson 定理 证 明 
了 Barnside ff 48 : A IRRE Ar A dE abel 单 群 都 是 偶数 阶 群 . 
HR r A ea A E RE ag L E o A R A E IE D ONE AE NUN 
| 4 fe 40 年 代 初 提出 的 . 民 .Brauer 是 有 限 单 群 分 类 工作 的 先驱 ,他 从 
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1940 年 左右 开始 用 模特 征 标 理论 研究 有 限 单 群 问题 ;1942 年 他 与 我 
国 燥 学 家 段 学 复合 作 完 成 了 10000 阶 以 下 的 昔 群 分 类 11954 年 又 证 
明了 关于 对 合 的 中 心 化 子 定 理 , 这 条 定 理 不 仅 促 全 人 人 们 发 现 了 很 多 
新 的 残 在 单 群 ,而 且 提 供 了 将 任意 给 定单 群 纳入 所 提出 的 分 类 范畴 
的 初步 方法 ,因此 成 为 有 限 单 群 分 类 工作 的 新 起 点 .Brauwr 之 后 的 一 
ck Xe eX bib Feit Thompson E 3E., $id 40 SF 69 39 77,1080 
年 一 部 分 数学 家 宣告 有 限 单 群 分 类 问题 获得 解决 ,全 部 的 有 限 单 群 
是 : 

CIO X4 Ir E SES 

(Hn m5 ZIA A 

CIL) Lic Æ 3 £F CX 16 3X2; 

(N)26 ^ dE dk XE. 

这 个 丫 果 称 为 有 限 单 群 分 类 定理 , 它 由 500 多 篇 论文 组 成 ,在 各 
种 数学 杂志 上 占 了 约 15000 页 版 面 .这 样 完 长 的 证 明 使 不 少数 学 家 
怀疑 其 中 会 有 错误 .对 此 ,在 该 定理 的 最 后 证 明 中 起 重要 作用 的 M. 
Aschbacher 评论 道 : 

“一 方面 , 当 证 明 长 度 增 加 时 ,错误 的 概率 也 增加 了 .在 分 类 定理 
证 明 中 出 现 错误 的 概率 实际 上 是 1. 人 也 是 另 一 方面 ,任何 单个 错误 不 
能 被 容易 地 改正 的 概率 是 0. 随 着 时 间 的 推移 ,我 们 将 会 有 机 会 推 殴 
证 明 ,对 它 的 信任 度 这 定 会 增加 

( 注 ; 上 述 美 于 有 限 单 群 分 类 问题 的 历史 和 Aschbacher 的 评论 ， 
都 引 自 数 学 史 教 程 }, 李 文 林 著 , 高 等 教育 出 版 社 和 施 首 林 格 出 版 社 
2000 年 出 版 ,第 353 - 354 F). 


习题 1.4 


|.dE 了 上 是 实数 加 法 群 及 到 非 零 复 数 乘 法 群 C” RQ— TOERGH: 
JU) - e, Va ER. 
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CL) HEHE pP f — S ln; 

(2) K Kerf 和 Imr. 

2. VE g ALdEE E EOXEGEdUE C HA H A) 
ERIS 


CI). WRG 区 是 一 个 阿 态 ; 

(2) 求 Kerg 和 Imo. 

3. HR FE 个 城 ,s Æ GL, (F) fü F^ 的 一 个 映射 :zfa) 

A| V A € GL,CF). 

(I) 证 明 s dE— lus s 

(2) 求 Kera 和 Imo; 

(3) 证 明 ; SL, CF) GL, (F); 

(4) WEB]: GL,CFO/ SL. CF) S F’. 

4. WCG RE SES R LATT — 9X eg HRR SE EL H d — ORIS 
系数 为 1 BS DAS -A SHR B SC EH : 

(1) G 对 于 虑 射 的 乘法 成 一 个 群 ; 

(2) H ÆG IWIIEBUT HE; 

(3) G/H = RRP R^ Re 3ESESCHRERSE TE HE. 

5. X 全 表示 复 平 向 上 的 单位 贺 , 它 对 于 复数 乘法 成 一 个 群 .证 
U.RÁAECECG. 

6. i C XE SO ri E RS 3E iz BE, BE BA : 

C'/R'^ (c. 

7. id GIG EHAR, EH: Cox iei] Go ,le xG < 

GxG.JTH 
GaG G X ded ZG, Goxtftfisieq xG ZG, 
8. BERE G EEKE H H KEKR, ILH HA] G.K CJF 


G/HZ K, G/KŽH. 
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9. 分别 求 D, D, 的 换 位 子 群 . 
* 10. DAPR Da Dan HIS E TEL HAT m 2. 
11. 求 5, 的 换 位 子 群 . 
* 12. 求 S, MRTE. Hor n m 3. 
* 13, WBR: 5 n > 5HÍI.A, = A,- 
GE RRHH a 5a, A, ET oR. A 25 12 题 知 , 当 n 
zx 5 Ht, S, ETARE.) 
14. 写 出 S, BO FHI, REE N, S, 是 可 解 群 . 
* 18. 证 明 : 如 果 置 换 群 GARAR EERSU G 必 有 指数 为 2 的 子 
群 . 
*16. Wo ERCO HR CG BIRS, i K = Kers. RH H < 
G4 (HO) -2 dg € Gls(g) € HIJE: 
(Doe NHY < G, Ho (H) =K; 
(2) H'—e (HO E C IST RESERSIG BIEN KIT ea 
frj— ^ X St. 
* 17. WH: n 2 5 81, A, 是 单 群 . 
* 18. iE G R-—- T RÉLNAIG,H < G .如果 
G = NH, EENIGH - lel. 

MEK G uf 4 BERE GE XR T SEN. STONE OH [9 3E CELL (semidirect 
product). 证明; 如 果 GG 可 分 解 成 正规 子 群 六 与 子 群 日 的 半 直 积 , 则 
G/N 77 H. 

* 19. 证 明 :S, 可 分 解 成 A, 58 (C122. HERR, HP n 3. 


85 群 在 集合 上 的 作用 , 群 的 自 同 构 ,轨道 一 a 
定子 定理 


我 们 已 经 知道 ,下 四 面体 的 旋转 对 称 { 性 ) 群 G 为 
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G Po.ol.Y, bEljCXÁAI mDj m, 
- H a - B * 1 - LI 2 : 2 Ei 
共 中 o, 是 绕 臣 点 ;与 对 血 中 心 的 连 线 转角 为 二 的 旋转 , 是 绕 对 


对 机 中 点 的 连 线 转 前 为 下 的 旗 转 ,1 o: d.b m mo3.RIÉD1 6 
Bro. 


HEl1-6 


正四 面体 的 4 个 项 点 组 成 的 集合 记 作 Q.BI OQ = 11.2,3.41. t 
SR UE G B9: — T 263 e TE AE PG rir P h Des E RETE AR 3X 1H gà 
A gr EL Dit d; CP LEE TR 86 B8 EP TE X gogo € G Agger 
- gi (mos ils 7= 记 很 白 然 地 我 们 称 群 上 在 顶点 集合 人 上 有 
c PHEHB. PILAE SUR EE. SRI P VE REXRBES : 
定义 1 EGET. O E db E (ri G x O0 3I A 
-— TESI. (anpli rg” ,满足 
(ab)* =a (pe rx). V a.b € G.M a € £i (1) 
e^?gx — r,WV r€ Q, (2) 
WERE Go 在 集合 如 上 布 一 个 作用 (acetion) 
TRO 支 明 ,两 个 并 素 乘 积 的 作用 等 于 相继 作用 ;等 式 (2)》 R 


os 第- 章 # 
Bj ,单位 元 的 作用 等 于 恒 等 作用 (有 凤 保 持 0 的 每 一个 元 素 不 动 ). 
LEAF GERGO 工 的 作用 下 的 定义 是 杆 素 的 ,直观 的 .下 
面 我 们 深入 地 分 村 一 下 群 G 在 集合 避 上 的 作用 到 底 是 什么 意 居 .从 
5 X UEESILL (ERE EDS o € GETAR cC TERIS s aor. 
们 把 这 个 变换 记 作 yg{a), 下 面 的 命题 | ded! dT A. 
命题 1 设 群 G 在 集合 上 有 -个 作用 .任意 给 定 a € G? 


plar <ac z, YrEn, (3) 
Wl o ERG 508437288 S 的 Ag. 
证 明 从 (3)} 式 看 到 ,yta) AE OQ R ER. Fab E 
G ,我 们 有 
d(ab)x — (ab) T= a (tbe x) 
= jial wep) rl = LsCa)dCho]x, Va € à. 
因此 | qCab) = plagh), Va.b € G. (A) 
MTER a € GB 
[sad Ga D]xr = plaa I)e -= pleja 
= ery =r, Wax € (d. 
因此 Ca) ga 7) = 1g. (5) 
[n] fH , pla I) (a) = 1g. (6) 
(5).(6) 式 表 明 Ca) 是 Q HEE, Am pla) € Sa. BI y Æ 
G 到 Sn 的 一 个 映射 .(4) 式 表明 y RAR, AUE y ERG 到 Sy 的 
一 个 同 态 . L] 
清 读者 验证 ,命题 1 的 道 命题 也 成 立 , 即 ,如 果 群 G 到 非 空 集合 
O 的 全 变换 群 So AAAS gF 
ao a). Ya È G, YE, (7) 
ma 6 在 集合 有 上 有 一 个 作用 :fa,cjma 7r. 
CE 在 集合 全 上 有 一 个 作用 , 据 命 题 Lco DES E G H Sa 
m queo IBI o mE Kerg 称 为 这 个 作用 的 核 . w tkp 
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GPa 届 开 作用 的 核 当 且 仪 当 a r— r7, Yr ER WRAEK 
Fa [X He o6 e 组成, 则 称 这 个 作用 基 上 忠实 的 (faithfol) ,此 A ui E BE 
C dl Ss mm d. 
HETESE (Y DU EJHE— 3 UJ 88. 对 于 寿 来 说 ,nj 以 通过 群 在 适 

攻 集 合 上 的 各 种 作用 来 研究 群 的 丫 构 .对 于 集合 只 来 说 .po 以 选择 
TARA T OQ CHEHRA O WERE, RUE X DO Mit. R 
fl A E ITERE AIE Hiki Lau DEZH, JLA AARE 
fr H EA E SE 89 2r t. 
1. 8f GERR G 上 的 左 平移 
B 局 是-… 个 样 , 令 

G X (5 — rtr 

(u.r)r—-*ar. (8) 


ER ladje = a(brx).er = r, V: € GV a,b € .此 (8) 式 
ih TIEG TERT GO EB) AEH, Fix AR ATE 6 TESTO 上 
m) Zr 3E $ Cleft translation). 

G 中 元 素 a Ig TF Ap Y RBSEDAEDNar—x.Vorc G, hiet 
出 ,a = e. De Ze EXE EB MAREE TE o 到 Sz; 的 一 个 单 
HA. TE GZ 1my. 由 于 1my «€ So REH G 与 集合 C 的 一 个 
变换 群 同 构 . 这 样 我 们 证 明了 下 述 定理 : 

定理 2(Cayley 定理 } 任意 一 个 群 都 网 构 于 其 一 集合 上 的 灾 换 


HF. " 
由 定理 2 立即 得 到 
推论 3 JER -AA REER ET T ERE. | | 


Dji* riu Wr sz E ME CONS Rode 1830 4p Bt In dE SE B3 
HE) RE EE CUL E (e 1872 4E $8 EAR BR AR RUSO . 随 铸 研究 的 深 
A AGZA ARI XC RE Wn oc ACA EIS P3 ZEOTOR EE LR SE IE 
WE xg 3p Ze fran 8 MERIT OR M Ay doo. FE dS UL SE qe S ET. ix 5 M 
LIBERAS Yr TT DR Cayley) FG. Frobenius #. Cavley 4E BE E HE 


EHE s dp TH UT Y FERT — T dr e BEES pde BA BEOS F OC ITE 
Qj A RAAR OIT ARAE GS. 

类 似 地 可 以 讨论 群 G 在 集合 人 上 的 在乎 移 . 

2. BÉ C XEZERÉR(G/H ), 上 的 左 平移 

B G Æ— tR, H < G.S 

G x (G/H) — (G/H), 
Ca, gH) t —arH. (9) 
TR FER a.b € G.A 
(ab) oe rH = lab)rH = albo) H = aec b rH, YH € 
CG/ZH),. 
e- rH = exH = rH, VH € (G/H»,. 

EL UE CO) RIAH T EE G dEZE EIE CGAZHDO, 上 的 AEH, FOE OE 
G TECG/ZH), 上 的 左 平移 . 

类 似 地 可 以 计 沦 群 G EAA G/H), EB TER. 

3. BE G 在 集合 (; 上 的 共 斩 作用 


4 Gx G-—G 
(a, r)'—-ara |. (10) 
FIER a.b C G, EB C GR 
(ab) » x = lab)rlab) ! = a(bxhb a! 
= alo i)a | = a*(hb» r), 


1 


OE "ur 
内 此 (0) 式 给 出 了 群 避 在 集合 G BS — TER AERE G e n 
G 上 的 共 因 作用 (conjugation action) . 
BR C 在 集合 G 上 的 共 轻 作用 的 核 是 什么 ? 
a HT2ESETERIBQTA ac — XATEG 
€—»ara | — z.VrCG 
< 一 > = qa. ac € G. (113 
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def 


e ZECG = a E Goat ru. Moa CG. (12) 
Fk ZOGO ERE G Ppob cenre). ERREGER, E G frc G 
KESAH EF G). 

ft GETERG EPH HHAS E Y BEC $80 5,1 — Rmo. FE 


mekt MAAE Kero Z(G). 下面 米 讨论 辣 态 系 Ime EIA. 
我 们 把 G oc a 在 同 态 og FHR ola) R o. TÆ 
shr) = ara, Vor€G. (13) 


Ih T o, € Sse HE o, EOR C 09. Ani TEE ay € CUR 

a,b rv) aleeya ! = Cara (aya !) = o,CrDo 632. CIA) 
因此 c, ERG $1 G 85— T tR . 

FÉ G AGS RS i f] TS m RA G BU -- T B fe TS 
(automorphism) . H (13) 式 定 多 的 o, FR Gm da UEM PEE IT 
(inner automorphism ) . 

容易 看 出 BE Gom PS JA E el FJ£H AA E rS] PRESE BRA E 

-个 群 , 称 它 为 G BS ÁEH (automorphism group) , id fE Auri G). 

Ht G IH A A EHAA RA S6 AEAT Ek PrUSRU EEG 到 S, 
的 同 态 s 的 像 Imo. RITER Imo J& Sc; 的 了 上 群 , 称 它 是 人 的 内 自 同 
RUE Inn G) 显然 Inn CG) < Aut(G). 

APEE r E Autl G) R o, € Inl G), € 

{rar e = roler lr} = rlatr r)a t] 
= rlalrir l rd]rla 7!) : rla)rrla) ! 
Or kT), Vor € G. 
因此 zou | — oq € Inn(G). A G Inn (G) Æ Aut(G) 的 正规 地 
$t. 

MK Fani ibienu 8E G sj s, 的 同 态 ez REF) o 15. 

"ECKE Ina (GO. FOX EE[S] d A AE FE, t 
G ZG) Inn(G). (15) 
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这 样 我 们 利用 群 6 在 集合 Legre. SIT FEH e: 
定理 4 和 群 对 的 内 和 月 癌 构 群 mal G) ARAE G6 对 于 中 心 

ZCG) 的 商 群 (G7ZGG). C] 
为 了 利用 群 G; TEREN LISTE HiSEPIOEHE G HAt , LAM T AE 

集会 ONERE ROUTE hE P E — 169576 LE TLTE Ser e. 
EX2 RE Go EREA ES8—TÉERLXIT 6€ 0,7 


. def 
Gí(x)—— ig? rag € Gl, (16) 


称 Gir) Æ r EB (orbit). 

如 果 群 GEESA 上 有 一 个 作用 , 则 所 有 轨道 组 成 的 集合 给 出 
了 号 的 一 个 划分 .理由 如 下 : 

在 集合 只 中 其 定 一 个 一 元 关系 如 下 : 


def 
xz oy €— FE g € G, Ef y — gr. (173 


容易 验证 ~ 是 等 价 关 系 . 由 确定 的 等 价 类 .上 为 
= jy€E nlxr~ yl 
= |x E€ N) 存在 g € 如 ,使 得 y= go xl 
= ig * zlg € Gi 
= (Gr). (18) 
BR ut r8 ood Om 58 28) 组 成 的 集合 给 出 了 了 Bg ILL TRE 
道 就 是 等 价 类 ,因此 仔 意 两 条 轨道 或 天 相等 ,或 者 不 相交 .于 是 五 
a = UGC), (19) 
其 中 GCGr,) A Gir) = 0,4: Æj RIERS igl E RAR 
的 GG 一 轨道 的 完全 代表 系 . 

WER 局 在 集合 于 的 作用 只 有 一条 轨道 , 即 对 于 侍 意 r,y € 
OIE g € Gigy: go r M GEA 上 的 这 个 作用 是 传递 的 
(transitive) .此 时 称 Q 是 群 G 的 一 个 齐 性 空间 (homogeneous space). 

iiu. G Ted SECG/ZHO, 上 的 左 平移 是 传递 的 ,这 是 因为 对 
HIRE eHI.yH € (G/H) A 
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(a 109 4H = yu ‘GH aH., 
AAH G/H); MERE G 的 一 个 齐 性 空间 
FEH GÆR G RH iF H, dx 

G(a) = igeg ! g € Gi. (20) 
我 们 把 520) 2X £8 9 SE Pr FRI a MHAE (conjugacy class). (20) 
XE B oe ge Be S. EE EG EEG 6o LA RIEN P o HGR. M 
WIE c AIEE I TEA sx EGHAR.RY HondHoc. A E e E X 
看 出 ,zr 的 共 绝 类 只 售 -PEAH € ZG) TEH GEA 
FE #tat. M CIO) 式 林 得 出 


IG -IZ(G)I + Gir òl, (21) 
其 中 Gir) Ær HEM, znan) Æ G IEP tE AR mace 
类 的 完全 代表 系 , 我 们 把 (21) 式 称 为 有 限 群 G 的 类 方程 (class 
equation). E s C. G, (ERE g € Gpeg | 称 为 .x HERRE 
(conjugacy elements). 
X3 GEB G 在 集合 2 上 有 -个 作用 . 纵 定 x € 009 


def 


G, —- ig € Glg^ r- xi, (22) 
Kg G, dé 的 稳定 子 tstabilizer). 
容易 验证 ,G, EG 的 一 个 子 群 .因此 也 称 G, Er 的 稳定 子 群 . 
PER G 在 集合 GG LIHER, e 的 稳定 子 是 什么 ? 
(= Ig € Gleg = xl 
= ig € G'ga = agi. (23) 
我 们 把 (23} s SIS EFRON r G PU Rap AF Ceentralizer) ,把 
作 CoCr, ERLER c HATE H F r 的 稳定 于 群 . 
在 ;的 轨道 二 的 稳定 于 之 同和 有 密切 联系 : 
定理 $5{( 轨 道 一 稳定 子 定理 )” 设 群 在 集合 上 人 丰 有 一 个 入 几 ， 
pep T pss aco. 


Gl = [6:6,7. (24) 
Bll..c 的 轨道 的 基数 等 于 zr 的 稳定 子 在 避 让 的 指数 . 
iA $ e:GGr)—-—- (GG, 
as x t——ub,. 
H T 
acr = be rhb lalar} = bl elber) 
e€—»(b'!aler-íb!b)er 
e—»(b!a)jer-rx 
<h la € G, 
€—aG, = bG,. 
Rie o ÆG r) HGG, ), Bg — T- LIE JE E. o de 81. EAS o 是 满 
8f. 从 而 e EUH. 因此 Gr) 5 (G7G,), 有 相同 的 基数 ， 
H| Cr = 1G:G,]. 口 
推论 6 MEARE G 在 集合 2 上 有 一 个 作用 , 则 每 一 条 轨道 
的 长 { 即 轩 道 的 基数 ) 是 G 的 阶 的 因子 , 即 


G| = 1G G(r)}|. (25) 
证 明 cl 2iG,'IG:G,1-51lG,l IGC)l. 口 
考虑 有 限 群 G 在 集合 6G 上 的 共 思 作用 , 据 轨 道 一 稳定 子 定理 ,得 
[atxr)| = EGiCoCGr)), (26) 


Bl. 的 其 罗 类 所 含 元 素 的 个 数 等 于 xz 的 中 心 化 子 在 G 中 的 指数 . 

下 面 我 们 来 介绍 群 在 集合 上 作用 的 一 些 应 用 . 

RH 妇 在 集合 只 工 有 一 个 作用 , 令 

OrEnlger = x, Vg€ Gi. (27) 

Wk D, 是 群 C 的 不 动 点 集 . 

ic 是 布 跟 群 ,如 果 G 的 阶 是 素数 pp AU E GRQHUIG| = p". 
n l WR OG Rp RE. 

命题 7 Ybp-dgÉR GdcB8lRueo 上 有 一 个 作用 , 则 
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| Os! —ijf| (nod p}. (28) 
ut BH MOS) ux fs ug 
Ri — G6) 910,4 + NT GG. (29) 
ER GO)! > 1, ds. BECH. GODI EIG 的 
AFW Gi = p", 1, AEiG r} = p0« sm. j cd. 
2.--.r. FE IO) o8 
1l 一 | ( mod p). C] 
推论 8 p- Bg db Emo CBE EF] et). 
IR G Ep- E *IEBE Gd(ESG G EEH HEH Nu EE 
G TASEN, = Z(G). Wma 7 得 


"ZCtG)| = Gl = 0 (mod p). 
X HOT Z(G) JE c dn—38.B51ZCO G0] = p xtX s 0.7 id 
Z(G) * ie: [ ] 


利用 推论 8 ,我 们 可 以 决定 p^ AnA, Fp 
素数 . 

例 1 设 户 是 素数 , 则 态 阶 群 或 者 是 循环 群 ,或 者 同 罗 于 Z, x 
8， 从 而 p^ 阶 群 都 是 abel f£. 

证 明 — ERE COMI POE p^. m X GU p^ VEO LA] G ÆRE, 
和 否则 ,如 的 每 个 韭 单 位 元 都 是 pp 阶 元 . 据 推 论 8,Z(G)} 了 1e1. 于 是 可 
在 Z(G) 中 取 一 个 非 革 位 元 4. 由 于 ltauv| = 户 , 因 此 在 G PR- 
个 非 昔 位 元 六 后 (a.m Cb)| - p, Rta) N C5) — iei 48 71 
HR 1.2 的 第 14 题 ,得 


ae 
(aL s Qm, TP 


HÆG -taha 3 T a C ZUG), Bt (ao $9 S Pob ES L6» 的 每 
个 元 素 可 训 接 ,于 是 据 83 的 定理 4 得 ， 


Grata ihi. 


TG) WRAT Z, B GT Z ox, —] 

命题 9 设 群生 在 集合 中 上 有 一 个 必用 , 则 同一 条 轨道 上 的 点 ， 
它们 的 稳定 子 群 披 此 共 辐 ,以 而 这 些 稳 定子 群 的 基数 相同 . 

证 明 设 .1 ,yy 属于 同一 条 执 道 , 则 在 在 4 扎 品 ,使 得 y= a7， 
TEE A C CG, H 

(aha !)5 y (aha !)» (a ^ x») — uh * [Ca a) r] 


= (ah)* r 2 a* (h^ .r) — a» c — y. 
因此 aha | € GUAM aG,a ! Cc G. 

由 于 一 "oy, 因此 同 理 可 证 ,a Gua 一 (G.M fm G, Z 
aG,a ^F. d a 1E B LG, = aGa i G, E G, XE SE, REA BLA 
uha Æ G, 8] G, t9 — P ALIE G, | = | 6,l. rj 

利用 命题 9, 我 们 可 以 求 出 有 限 群 作用 在 有 限 集 合 上 的 轩 道 条 
A. 

定理 10{Burnside 8|38] RARA G EUER ER D 上调 一 个 
作用 ,用 Flg) GR g UR ELI 


def 
F(g)——irc€ ülg»z = r}. (30) 
d] £ik RAE 为 
r= Y Flg). (31) 
G| ES 


do ,轨道 条 数 等 于 平均 被 G 的 一 个 元 素 保 持 不 动 的 点 的 数目 . 
uH o XEGxONMTGETÀ. 


S= Ifg,r)jg r= Ti. (32) 
Eg - GA 
def . 
Sig, -)—— ix € Allg.) € SI 


= íir€ülsgsx = x| = Fig) 


def ， . La 
S. r)—— ig & Gl(ég.2) € Si 


ss ERES ILSIERH.ERBJESEJ, V; faes EH 77 


REN ric, 
YEA IS O =1S| = N SC) ,因此 
uE ia nm 
S, FG) = Ne, . (33) 
PLE UA 


jiRiaa.a..s.a,0 X QÉSG — uS RASA ESO UG, 


P Grn) N Gir) 2 0.3 , Æj ERAS, EMi Gir) 里 的 
-Aa CHARETTE G, 有 相同 的 阶 . 因 此 我 们 有 


Yel > > (Go MIGG IG, | 
DE di r5] Fri |] 
- VIG 2 riG . (34) 
r-l 
从 {33)、 PAM J 
从 物质 的 分 子 结 构 和 车 实际 问题 抽象 出 一 个 数学 模型 ;对 一 个 正 


PeReXAAETIARORE HETORIBAÉROAXITR 
看 一 个 例子 . 

H2 正四 面体 的 4 个 顶点 用 4 种 颜色 米色 , 求 真正 不 同 的 染色 
方案 的 个 数 . 

解 由 于 每 一 个 顶点 有 4 种 颜色 可 殿 涵 色 , 因 此 总 共有 二 个 兴 
色 方 案 , 它 们 组 成 的 集合 证 必 内 ,如 果 两 个 染色 方案 能 够 通过 正四 面 
体 的 旋转 对 称 { 性 ) 群 和 中 全 一 个 斑 转 从 一 个 方案 变 成 另 一 个 方案 ， 
则 很 自然 地 认为 这 两 个 染色 方案 本 质 上 是 一 样 的 .因此 旭 在 群 局 作 
用 下 的 同一 条 鸭 通 上 的 染色 方案 本 上 质 上 是 相同 的 .从 而 真正 不 同 的 
染色 方 沁 的 个 数 等 于 轨道 条 数 . 

一 个 染色 方 之 可 以 用 一 个 4 元 组 表示 : 

[L .2, .3 4， (35) 


"1 


其 中 1 表示 项 点 上 来 第 i AAGE AARM. 
群 (; 首先 作用 在 顶点 集 WW。 :1,2,3,4' 上 .( 的 每 一 个 元 未 点 


HOY OW O40 — 4X dE ICE e UR got ge 89 ER CS ,例如 , 绕 顶 点 ] 
与 对 面 中 心 的 连 线 转 角 为 所 的 旋转 ol 的 置换 表示 是 5 - 


(13(234). RE AR D E XBEBI-G6. T zc Gc. 


def - - - - 
B? D, 2,314. I nui far (12, g OD, og QD RD, i . 


容易 验证 上 式 给 出 了 群 G 在 集合 内 上 的 一 个 作用 ,为 了 求 轨道 条 雪 


ho Wo — 3 — à — 09 
" a m 5" m 8H 


"o € 0 aa — 0€ 98 — * —" a — 


JA Esp aed 6 ,于 是 a, RARO MEAE ESEAS A] FOI = 
中 .容易 看 出 ,GG 的 每 一 个 非 单 位 元 p HERA Te RAA, 
此 | 下 fg] - 4. Vg Im FCGD| = 4 .于 是 

r= Te + 11x 44) = 36. 


HAERE REFRA 36 个 . 
例 2 的 解法 适用 于 一 般 情 形 .类 似 地 可 证 下 述 结 论 : 
定理 11fPhlya 定理 } 设 有 限 群 台 作 用 在 9 个 对 象 组 成 的 集合 
W k.GopoLXEXg ÆW 上 的 置换 表示 记 作 a .用 m ARESERW 里 的 
n ^3 $48, n] É aem mp a3 6 TE > 为 
p-o DS, (36) 


XP or(g) X og o s$bábidk Roncpidedk dE(0.28 1 一 轮换 ) 


习题 1.5 


1.  ZxR -R 
Pu) yu H r, 


说 明 这 个 映射 给 出 了 和 整数 加 群 7 在 实数 集 R Eds - TUERI. 
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1.7  ZxR —R 
Eu, —R(— dO", 
iUi TESITSIB DEG ERRE R 上 的 :个 作用 . 
3. WEBA BERI c:r ! fE- abel #8 G B9 Pau lg. 
4. 说 下 是 一 个 域 , 求 GLQCFO HH C. 
*5. ftC) RB S — T o0 


Fri Mübius 变换 .证 明 : 
(1) 所 有 Móbius 变换 组 成 的 集合 GONE T SERE SE SE EX — ITE, 
称 它 为 Möbius 8E; 
(2) 
GLO ZCGLSC)) ZG. 
6. i$ 已 是 一 个 群 WH G/Z G) 是 循环 群 , 则 G X abel 
B. 
7. APR Dy, 4, Di, 的 中 心 ,其 中 m oz 2. 
-R.oK ^, pIe, Ep n 3, 
o. 分别 求 Ua. Uo 的 日 问 构 群 . 
x 10. oR Z5 x Zo 8 A lta gt. 
*11.2oK S, 88R IEH RE. 
x12. E G iS — T- T BE H 称 为 GG 的 特征 子 群 (characicnistic 
subgroup) 如 果 G 的 每 一 个 日 同 kim HERH AS. iE BUG BJ c 
C Aul G) E cCH) c H. WEBS G rp ZC GO) M G IHR DET REG 
ABL G 的 特征 FB. 
13. SARE Da. D WETT kH. 


s0 第 一 童 # 


15. S, t. iX o 的 不 相交 的 轮换 分 解 忒 (包含 所 有 的 1- 轮换 ) 为 
g 二 Caraza, Piha be) (ng). 
Hob idi IR d, Edi eda Ho s WIREÉRIIEDGATGREIB 
ft BR NS ER o 的 型 (type), 也 称 为 ww 的 一 个 分 拆 
( partition) .证 明 : 
(1o, S a, TE S, PHEA 60, 5 o I], 
(2) S, rh Hc gi S B T CETTE a BEER RC. 

* 16. 求 S, HARKE, MURA T BJ PF ROC 
H. 
x 12. ok. Aa BHA d 3C, LR AE PCR TU E 
H. 

* 18.5, 中 ,oa 是 一 个 一 轮换 . 求 e f ME E BLIGUREH LA 
Cs (a). 

* 19. O, BOR 3E HEAR. 

x 20. 证 明 : 群 G ELT SE H NSIEBUT REOR EV 25 H RE G 的 一 些 共 
HERH. 

x 21.CI) È S4 fidt gua BT 3 LDL RE SET 3E 88 3S B PCR FL TOER 
KH. 

(2) EA: 5; HA EAT IER THELBRICIDELAS Ss 

x22. WM G Ap- REL NA G, HEINI ~ p. uEBI;N — Z(G). 

23. 设 G 是 一 个 群 ,6 I CET ESL AE LIUIE OS Gx 0 
> Q:la, H) | *aHa !. 容 易 看 出 这 给 出 了 群 G 在 人 上 的 一 个 作 
用 .地 的 轨道 GH) 是 由 H 的 所 有 共 纱 子 群 组 成 的 .日 的 稳定 子 群 
Gg 2 |g € GigHg ! = Hi 称 为 日 在 G 中 的 正规 化 子 (normalizer)， 
AME NíCHO. 显然 ,HJ No CHO. 证明: 如果 避 为 有 限 群 ,H « GW 
I ieie PEG TEE EL GCINGCH)]. 


* 24. WE IT d& 4 TB HE G n3 - AES PLC BELIEUT: 
{i U gllg ! 

* 25. BE G XM— T 2& Brfil A Jj Sp .LuEBH OG of 4B UN 2 AT 
nt. 

«26. EE G 4—4 ERR, H < G, AiG: H! +- n > 1.0: G 
kA i PiE S RE EE n PIHEAE LIE AE ER, E 6 MTS, 的 一 
ETR. 

x27, i GON- - TER REL 0 A GC Kieb XD Pom JER OA p 
m SEC RD A Tp dE V Jap RT EE. 

x 28. 正方体 的 6 个 而 用 红 L5 p RR C 3 QR. LOK EL UE fS ul i ue (S 
Lb SLE 

-29. EE G ERAR RO 上 分 知 有 个 作用 ”和 和 .如 水 入 
Q no ZHK -TXXSEe. S 

of 
dna AC Lfd f$ P gm I -7 np: 


t2 y Q"' 
(ia r voc 
y 
Q ————- Q' 


[i1 7 


j| Ek G GAP T IEH AE SEHE RU C equivalen}. 
证 明 AGEI- EARR LEIR RWM Hr TTG EAH R 
(G/G,), ERJZcoE FE. H a E 0. 
x 0, 设 HH E BIET EEOEE HAA MN PRE y eS 
(8 NX H PEA Tom: 


Oi hing hi) == (ny -phina ha e ho), 
uEBH N x H EJ - TEREN N 53 H BS SE EUR semidirect product?) , 
iH NMH. 
SN -ilanen € NI, 3EHNA NO4H,N7z N. 
* 3. 设 群 G SPH or PETERE GO NW LE. 


(rA) o Gr y) m (poor e y), 
证 明 这 给 出 了 群 忆 x HERAA xW 上 的 一 个 作用 , 称 它 是 乘积 作 
用 {product action) .2K O x W Hn S6 E,v) 的 轴 道 (G x Hir, 
y), Rira) Bia TIE G x Hby 
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本 章 $2 的 Lagrange 4E FR 38 1H, H ER BE. G 的 任 一 子 群 的 阶 
EIG] ATIUEZX.IMPDFIGI BSÜSE—IEIT a,J&8TEXE— T d 阶 
子 群 ?我 们 已 经 看 到 ,这 半 于 有 限 御 环 群 是 成 立 的 .但 是 对 于 交错 群 
A4, RU ETE 12,20 36 43 6 阶 子 群 ( 参 看 习题 1.2 的 第 11] ERO mi A, 
有 2 和 阶 ,3 67,4 阶 子 群 .6 REP TREE 58 3 的 乘积 ;2,3,4 都 局 一 个 
ZRSR. HRSA: 4G) 的 下 因子 dd 是 一 个 素数 的 廊 军 时 ,是 
村 存在 d 阶 子 群 ? 本 节 介 绍 的 Sylow 定理 将 回 管 这 一 -问题 .我 们 需要 
—4 5| HE: 

引 理 Bno pun.(m.p) =l, p JEARBLBIXI-E TEES RI, 
H 

pc. yt po. (0) 

'uE BH 


我 们 来 证 (rn 一 让 X — ji) 含有 的 p ADARE, H Cx; x 


$6 Sylos EIE R3 


o Lij EPG. p) 0.05 («hU 
Hod Pm pj = pip moog), 
p-r-pg-yy PTD. 
HF ukRrG.lioóm.p) Gp) LWIECH "m - ij 8 
Ch* 7 7) BIS X INE. pum n —g 5p - y SIT pomi me— 
HERAA p .于 是 得 
二 (一 


{ 1):…1 a’ 
Piep) = 1.C5. p) = 1 ,从 而 
ch n 5/0 qa TD 
"p a i oc 


出 十 Ch ERE LU Je a | ph tmb. HF CaL p) = 1. BRE almi. AT 
p Cb] 的 一 个 因子 ,向 至" RAAE p. RIERO GA. 7] 

定 埋 1{Sylow 第 一 定理 )】 BRE GARAn = pm. Hop pH 
On. p) — Le SO, WRT IE k a d G EA y 阶 子 群 . 共 中 
p RTTE p mma aB T SED 称 为 G 的 Sylow p — FEF. 

füiE(idea) ”如果 群 6 在 基 全 集合 口上 有 AEA o X. 
个 元 素 :的 稳定 子 群 6. Sk EG B9— T T REL 关键 是 选 拌 适当 的 集 台 
0. 

证 明 Ro EGEE p 万 子 集 组 成 的 集合 ,2 89— T oc 
TÉ an 

A = oaj’ dol, 
p 

TROQ, = (对 于 gE 6.5 


del 
HAT C ipaa Fs BA s (2) 


AM Ea E rt GER E P3)— it hH. TE 


Q-UGCAO. GADNA GCAO = 0,5; 7j. (3) 


Mahi IQ c Y IGADI. (4) 
由 中 理工 知 ， | 
pU'Y al. 


HEENA 一 条 轨道 G CA) WE p 11 F'1GCAO |. 根 据 轴 道 : - 稳 
定子 定理 的 推论 ,有 
IGI = GADI G l- (5) 
由 于 产 怡 好 整除 | ,和 | GCA,)' 含有 的 p EI T E m p tuu 
IE, Ga i SER] ATELA pt. W 
| Ga | pai gr. (6) 
5 —Jriti TER E € Gh Hg A, SA. TEXT a EA, 
有 ga € A Mam | 
Gaa - igalg € Gai C A 


于 是 |Gaa | s A] - p. 
X B Tabs Gaa 与 子 群 Ga fi 相同 的 阶 ,因此 
| Ga | uz opt. (7) 


从 (6) (7) RE Gal = p Ga REG ELS MEN 

HH TOT € C.H hegho |E P HAE RHI T EE gHg | 
Xx 35. UE H ^jsHag CB AB IRIS E. omi S P G6 8] Sylow p — 
FREM P 的 尾 - -dtSU FEF i CG AI Sylow p ~ ER Z.G 的 伍 
AAT Sylow p- TRE GHH” 

定理 21Sylow 第 二 定理 } R GAA n = pm. AH pHR 
Him, p} : 01.7 >0,W 

CD OSEUT bui. GHLAE -p TRE EO RG PX 
一 个 Svlow p 一 PREP: 

(2) G BU (EXE PI T Sylow p - FRE G PHH. 


$6 Sylow EE RS 


证 明 (D) BE HÆG HEE Ap 阶 子 群 ,1: > d. EH G6 
H 一 个 Sylow p PREP. $8 p PENH EGAP "— (GAZ P), 
LI) Aor E. Bi 


def 
a o {gP ——(hgàP. (8) 
JH 2s on 了 的 本 动 点 华 , 则 
dn] 一 | COP | 一 in 7 mod p). (9) 


M MAFIE aP € Qu. HD V h € H.E ho (CaPY : ep 出 就 是 CROP 
aP NU a ha € Pici di. Vh € IT. h € ara AR 
H — alu |! 

HU TES fE G i Svylow po FIE cha ! dr. 
(2) PaP: E G EILER T Syow p- TE. HAR A i44 
结论 (把 P, "m 上述 的 H.E Po EIR DEB DO. T ac G.M 
得 PC. aP ya IH FP, = aP-a .因此 PP = aPou '. I 
推论 3 TREE GC HI Svlow p- F 群 是 正规 PREHEAT GIU 
Sylow 户 一 子 群 的 个 数 为 上 
证 明 — C ONCEBEP ALIA PRAI PANA IESU FEEDS 
TOP RER BEER Sylow 第 二 定 埋 节 得 结论 . |] 
从 推论 3 看 出 ,我 们 要 会 求 G 的 Sylow p - 子 群 的 个 数 . 
定理 4(SyIow 第 三 定理 ) HAEG 的 险 = pm, AE p EA 
p= 1,/ 0. M G BJ Sylow p- FHES rtp jT 
LPH -im RLS. BJ 
pO imod pall r m, C10) 
想法 tidea】 Eri (mod p). fl 3E] E 1E p- TERES 无 
合 ERER EIU XGREAS Sp E o. 
证 明 用 只 mG 的 所 有 Sylow p- FERRE BE LEO = 
Pi P pn, Po TE QR =- rs SEP UTE D EBIIESETERILBI STET 
[LX a € P. 


ar P, pu aPa '. (11) 
T EL WEIX ML d — T TERI. RITER P 的 不 动 点 集 Og. HFA 
€ 有, 我 们 有 
a ,Vat P, 
e—»aQa ! = Q, Wa EP] 
Sga E NQ). Ya E Pi 
PO NQ), 
EHET NQ) E QEG PEER ET. CREN E 
N. CQ) -—— ig € Ge  — Q:. 
HELARI Ne) H F P,,Q REG 的 Sylow p 一 子 群 ,当然 
ETE Noe Q) IS Sylow p — T 86 AT <I N; Q), E I Bie ie 
3 得 ,QQ - P AIE Qa = iP, MAM 
ro- [e| =| £0.41 =1 (mod p). 

从 习题 1.5 的 第 23 题 知 道 ,P B8 3E SET BE GU T XE SET LG. 
NSGCP1. 8» 2 GiNSCUPO MAD r 1G Ll r pm dT rl 
(mod p) AEC, p) = 1. Hf rim. |] 

Sylow zE BH USE NS RE R mE Har a tE. 让 我 
们 来 大 元 个 例子 . 

Dii 证 明和 不 存在 阶 为 12 的 单 群 . 

证 明 ” 设 群 的 阶 为 12. 由 于 12 = 2: x 3. RI G 有 Sylnw 2 
- FRE XE Gd Sylow 2 一 子 群 的 个 数 为 7 .由 Sylow 8 CE PRÉT. x 
= 1+2, H r 3. 出 此 推出 , — 0 L1, BB» = 1 2€ 3. 

情形 1 Gs LUIG 8g Syow2- FRE P REG fic SELF 
if. 

情形 2 WEr 3.R GHI Sylow 2 — 868 ZA: Pi, Pa Pas 
它们 组 或 集合 O.8R C 0 PEOR SE TERI. D CEPS DES (到 5S， 
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H- debe e. Mai 


G Kerg ^ Img. 
让 于 [mg S Ait] -eé.mlc 12. [A JE Kerg 7 ies H 


WM Kerg = G, WI XT BPGR). C 0 都 有 apia = 了 .于 是 
P dG t r = 3 F. AE Kery dé TET ILE MUT RE. 
£k EXR48,12 阶 群 G 不 是 单 群 . » 


Biz 设 记 是 奇 素数 ,决定 2p 阶 群 鸭 类 型 { 即 , 互 不 同 构 的 类 
型 .今后 不 再 每 次 声明 ). 

解 ” 设 局 是 2p 阶 群 . 据 Sylow 第 一 定理 ,G 有 pb 阶 子 群 P 和 2 
阶 子 群 昌 .由 于 素数 阶 群 一 定 是 和 铂 环 群 ,因此 吕 O a), H CH 
T[G;P) 2,HJ5 P4 G. dT 5€ (a). Hi G xp Ca) 89 re 3 
分 解 起 是 G (a^ U (a?b. Min G 8$ 2p o5 

ed a l b, ab, ur b. 

1€ Lagrange 定理 ,op &0 Mr X SEX 2p,p,2.dwX iab | 2p,W| G 

abhi CART Zp de X ab 的 阶 为 2, 则 abab = eM bab = 
4 .此 时 

G = a, blaf = b^ = e, bab = a 1). 
容 切 看 出 ,人 一 站 .假如 | 上 | = p. Hiab)" - e. S8 Tia) G, Bl 
s.d 
(u? = (Ca) Cab)? = (ajab) = Kah)” 
= (a)b^ - kab, 

耶 盾 .从 而 up| p. 

综 上 述 得 ,如 果 户 为 素 裁 , 则 2hbh 阶 只 有 两 种 类 型 :或 者 同 构 于 
Zo A RAAF D, 

我 们 巴 经 知道 , Za > Za, EX FS DG EE SA AR 
有 其 它 的 8 阶 群 ? 

4 18 世纪 末 和 119 世纪 初 ,[ Wosscit 17972, R. Argand( 1806) , 


E TC Gauss, IR31) XE ER GE T E Ru c bi 8g JLd p doe iE dE ER SCA 
有 了 合法 的 地 位 ,从 那 以 后 ,数学 宗 们 认识 到 复数 能 用 来 表示 和 研究 
平面 上 的 向 量 , 进 而 应 用 到 物理 上 .但 是 数学 家 不 入 就 发 现 , 复 才 的 
应 用 是 受到 限制 的 .例如 , 当 几 个 力作 用 于 一 个 物体 时 ,这 些 力 不 一 
定 在 一 个 平面 上 .因此 需要 把 复数 加 以 推广 .首先 想到 3 维 向 量 . 但 
是 向 量 的 内 积 不 是 代数 运算 .向 量 的 外 积 最 然 是 代数 运算 ,但 是 它 既 
不 满足 充 换 律 ,又 不 满足 结合 律 ,与 复数 乘法 相去 甚 远 .对 复数 的 推 
广 作 册 重 要 贡献 的 是 哈密 屯 (W RiHarmiltony ,他 经 过 长 期 努力 ,于 
1843 年 发 现 他 所 要 找 的 新 数 应 包 合 四 个 分 量 , 了 且 必须 放弃 来 法 的 
变 撞 性 .地 把 这 种 新 数 命 名 为 四 元 数 {quaternion). 


s. NEA 8 vu 0 4€ "de 
a + bic cj *odk, (12) 
其 中 心 ,pc 好 为 实数 天 满足 
i= j= k sl, (13) 
ij =- ji= kjk- kj iskis- iks f. (14) 


PN PA EE GGNORE € Be RE RES PET LEIUE. 
HATALAR RALA 223850204) RUP CERE 
TRR TREGA GRAA Y DOT WO AC 89 EL LE XE — 
个 生动 的 描述 : 

"HEZA XE 15 EE LISA3 4E 10 A 16 E, 8 d ene 
LEA ZIP RISE GARSJEG a E, CAR RE] TAE 
DIET IRR REPAS S T. EH NE EUEE R E) E g E 
路 接 通 了 ,有 而 从 中 落下 的 灾 花 就 是 让 天 之 间 的 基本 方程 ,恰恰 就 是 
我 后 来 使 用 它们 的 那个 样子 .我 当场 抽出 笔记 本 ( 它 还 保存 着 ) ,将 这 
些 思 起 记 录 下 来 .…… 7 

据说 ,他 当时 还 取出 随身 带 的 一 把 小 刀 , 将 四 元 数 所 满足 的 规律 
刻 存 了 那 座 榴 的 五 栏 上 .( 注 :哈密 里 的 上 迹 一 段 话 , 引 自 4 教 字 喝 教 
程 $. 李 文 林 著 , 高 等 教育 出 版 社 和 施 普 栋 格 出 版 社 2000 SE di RR LP 
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扩 有 四 元 教 绸 成 的 集合 用 H AR. Car Ton AA 8g Ae Xu 
于 香 教 的 加 法 ) 和 各 法 成 为 一 仿 月 单位 元 的 非 交 接 环 , 开 且 每 个 非 
FARIZ, EGEA RO U6— eek a A, AiG A H X pucpdA dA 
( quaternion field). 

普 碟 四 让 数 休 五 的 一 个 子 集 : 

Qz:-l.-i4.—-]j.- kl. (15) 
M3) 8 HQ U FPCA R A A, IL S T oc RI 
DE 和 中 .四 此 成 为 -T SELFRIEGEPISESREECquaernion group). 
从 1133 .C14) AHR 

Psj, ppost, di) i, 7! -J. 
ji R=- i 
内 此 
人 (16) 

rh TQ ETE, RUE Q DPF Zs, Za x Zio Xx Zo X £p. 
HERK OBER -1 PAE Q TH TDI 和 有 4 个 一 阶 抱 ) 
s EPREBR Dix qnn 3x MSh it A x) onm? 

<* 例 3 决定 此 阶 群 的 类 型 ， 

解 E GARM. SR GB — 4 8S BEULLM GERE, E 
HAT ZA. FE GZA SIA. i S.low 第 一 定理 ,G 5p A BT 
FRHoST[G:IiH] = 2,8 45 HE G.A HE FER gd: US TOP, SUE 
Ilo E. 

情形 1 GONAMEUESRHER HE H = Cao. P] (c *p a) $9 d 
陪 焦 分 解 式 为 人 = ov U lab. G 的 8 个 元 素 为 

vad a pup a bya b. 

据 Lagrange X ££, b 89 p 3 4 3,2. E og 6 € (Ca) PRVA b^ € Au b. M 


‘| 


亲人 于 UB 2) 


,办 此 当 151 Ae Sb — 2. 


Adr b^ a^;3| 5| — 2m, — e. 3E SPA LAE E ba, X IR ha 
Cat E ba 不 等 于 5( 和 否则 ,ww = 二 e, RE). f de ba = a'b, A a = 
b luatb Mt a Ebla hi h a b) -- e, JE S ba — ab X 
ba = u^b.4& AE bo 和 ba 的 可 能 性 ,我 们 分 下 述 四 种 情形 讨论 . 

(i) ba = ab,b^ = e. JG By G X abel F, A G E] Z4 x 7 的 一 
个 映射 oa:arr(l,0) ,5mrm(0,1) .容易 验证 5 是 一 个 同 物 映射 .从 而 
ZI. x Z. 

(Gu) ba = ab.b^ -: a BE G X abel S£. d Plab 7! Y 太一 
ala ? 2 e, Bt ab^ X2 BUG. A ar (O,0), a6! (0,1). È 2 8 

ik T G A Z,x £p AR EBERT AU GL A x £5. 
Gi) ba = a?^b,b^ = e. JE 8p bab = a '. 


(T 


G = lahjat = P) = e, hab - a !). 

MR G © Da. 
(iv) ġa - ab, b? = a^. X, Bb bab! = a .因此 
G= (a,bl|a^ = &* = e, bab  — a '). 


(16) Zi 4 4 acm, 5, 容易 验证 这 给 出 了 如 到 轨 元 数 群 日 
8$ — 4 E) S ge dE Mm 6 X Q. 

情形 2 GAART, A 6 Go 4 t H E ax Z. 
i£ H= lea., ,abi ,其 中 局 ,bab WEIMA. d G THAE 
集 分 解 式 为 如 HUH. MAn G $85 8 do X 

e.a. b.ub.c.ac, bc.abec. 

4AK-43ERESSGO-HK.R HK =le. HT GHAT 
ab 3c dS UE 2 BELL Ht G %4 abel SEC UR 27 31.2 的 第 8 题 ). 
HEOSASESA.GCHXxK.oNTKCZ.IHaeG—AÉxÉxX 
Z. 

HRORGE dE.12 阶 群 (? 只 有 五 种 下 不 同 构 的 类 型 .它们 的 代表 分 


剂 是 : 


Hmi. UI 


Fs ^ Z- Ls x Zo X Z, Da. 
习题 1.6 


|. UEH ATE BT A 148 的 单 群 . 
2. 证 二 不 在 在 阶 为 36 的 单 群 . 
3. 证 明 不 存在 阶 为 56 In] EE 
* 4. HEH PIETER Jy 30 的 单 群 . 
5. uEE 6 Ep E ov dp ACUBIRBE Sd) FJ T S3. 
*6. 决定 10 阶 群 的 类 型 . 
7. 决定 15 Bo HEB JS RI. 
* 8. tag 38 Er EIE AS 
* 9. Ra 21 阶 样 的 类 型 . 
> 10. B p.q ERK. IL p < .证明 : 
(1) 如 果 aq Æ d (mod 户 ), 旭 po 阶 群 是 循环 群 | 
(2) 如 果 q Z 1 (mod p). M pa 阶 群 是 共有 正规 Sylow p — T 
BER ETE PABE ,或 者 是 循环 群 ; 
+11. i p.q ES HIA E. WEB] pg 阶 群 必 和 包含 一 个 正规 的 
Sylow 子 群 . 
* 12. BEBE GERA p^ HP o Rex x VEHI DE G Je dE SERE, 
MJIZz(GO| = pH ZéG) C. 
* 13. i p IE REEL ITE S, 中 Sylow p- PEII ECL r8 HCTIE RA 
Wil«on Æ: {p — 11! =- Itmod p). 
* 44. iE G ÀR— T BEREE.NAXG,P RN 的 一 个 Sylow p- FE. 
uEBR iG = Ne NGCP). 
* 5. EBR: I EA ER E G 有 一 个 循环 的 Sylow 2 — FEE, C 有 
一 个 指数 为 2 TET. 


92. s— E # 


$7 BE abel 群 的 结构 


这 一 节 我 们 来 研究 在 限 abel 群 的 结构 ,我们 先 看 几 个 基体 的 例 
f. 

4 阶 群 都 是 abel 群 ,它们 有 两 种 工 不 同 构 的 燃 型 ,代表 分 别 是 
aa X Za. 

6 f REA PUR EC el Eg ERE, ,代表 分 别 蚌 页 Da, EP Ds de dE 
abel B£ ;Z, E abel 8£,H. Z4 — Zo X 4. 

9 阶 群 都 足 abel BE, C116 P RR A TR] B 3S RE, C xo IL 
To, Za X Z4. 

8 阶 abel BÉ — RR Ur As [6] $4 85 26 568, EE ITE T E 0 XI AE Za Z x 
FA X Z5 X Za. 

由 此 看 出 ,这 些 abel BÉSEIITI-T TER R UR FREE RU ECIR ,并 及 
&$ 4-48 HF EE DAI Jr 38 die — 1 3 CB 7 RE oce dr EP BE E] IT HL LEERLO 
集合 ,例如 对 于 8 Er abel 群 ,有 三 种 情形 : 

1231， 12,27;, 12,2,21. 
它们 分 草 邓 应 于 有 8 与 成 素数 方 柑 乘积 的 所 有 -种 可 能 : 
§8= 7, 8- 2x7, 8=2x2x2. 
任意 有 限 abe] 群 是 否 也 有 这 样 的 结 禄 ? 
设 G EAR abel 群 , 它 的 阶 为 
n = pi pa pb, 

其 中 pi1,p2y,…, 记 ,十 两 两 不 同 的 康 数 ,ti 20.2 = 1,2,0». 

所 Sylow 第 一 生理, 4i Sylow p, ~- 子 群 百 ,= 1.2.7.5. Ha 
T b, p ,因此 H, AO H, = iel. Am 

IHH | : qq Rng BN. 


用 数学 归纳 法 容易 证 明 


$7 HYE abel RIIS o3 


ba nt G = H, HeH, 
XBT G i abel 8E,TÀ IE M, $ 3 WAH 4 6E dS ih 
GEH x H»xX xH, (1) 


EG EHT TER Sylow p,- PREG = 1,2, AAR. 
b—3E FER E AW E abel p — E AJA. M B WT abel PERISH E 
到 启发 ,我 们 猜想 有 下 述 结 论 : 
ERI iP abel p — 8.|P p. n 
PÓRESXZLgxkUxXE. (2) 


Hop. RARE Rips Bloc k, = LRA ERT 


pi p,e p) 

E P paa AFi elementary divisors). 

想法 [idea) HE P © taj x Pou Rian, P, E83 rT 
dE H a HRG UAE. AEA WE: 

P= Cap Pau H&si? Q P, ien 
| P (ap P 知道,aj 属于 了 的 -个 生成 瑟 集 .但 是 一 个 群 的 生 战 
元 集 厅 唯一 ,并 村 不同 生成 死 集 的 元 素 个 数 可 能 不 相等 .例如 ， 
Sa = (02).(13) OE n5, 
S, = &4(12).(123 n3». 

显然 s. 不 能 由 -一 个 元 素 生 成 .因此 称 1(12}),(123…n)| Æ S, I 
个 极 兴 生成 元 集 . 一般 地 , 设 群 有 一 个 和 牛 成 丘 集 全 Ar TCR LI 
G WE» -17T EB BE n G.M 人 W 是 (3 的 一 个 极 小 生成 
JC dE (minimal set of generators). X 4r R 8E Cox 8 PR "E JR I FED Gr, 
- RUE ESUINd CSS CIA DR B8 8e N RU CE dE SET E R Ed 
AUR L0: UE Eye E 个 唯一 Mog St up EH G BOTE II T HE 
td ofi cx) s AR d Id lx BE ETC] | 就 证 以 在 定理 | 的 证 明 


人 
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"dux abel p o- HE BH DE nU E rU ITI OC XA PCIE COEM ER E. 
JE HP cH M 己 的 一 个 极 小 生成 元 集中 去 找 上 述 的 元 素 a= 1. 
还 需 昌 ka (Py el .假如 tiar? DO P el 则 存在 0 e 
1 ,使 得 x1 € POE P, = (5s 5, M 

a, = pb, 
Bii ajb, "b, 7 — e. (3) 
我 们 把 (3) RAN P 的 生成 元 a,5;,…,b, 的 一 个 关系 . 设 |al| = 
in V ato = ee 从 而 有 生成 元 的 另 一 个 英 系 : 

IDEA (4) 
AfB5g l8, T 之 1. 我 们 应 ue P OS PU VR RU 


ts 0.49» — »^ —$0m | a3: 0. 38 8 
HB -—o € Bg — WB — 5 —MB — —*——— C. 0$*?Á«— 09 03^— 093» — cà» -Go dm 0 —0À—08 — 08-0" —09—o^* —- —09* — B — 08 —.—0€ —o* 


BASS 从 而 保证 Q P, = lei. 

UER ”对 abel p 一 群 的 极 小 生成 元 集 所 会 元素 的 个 数 » 作 数学 
归纳 法 . 当 : 1 时 ,这 是 循环 群 ,于 足 命 题 为 真 . 设 n 二 rr 一 1 时 , 合 
题 为 真 .现在 米 看 s = 7 的 情形 ,在 abel 产 - 群 卫 的 所 有 慨 小 后 成 元 
集 的 全 部 关系 中 ,从 生成 元 的 焉 的 宕 指数 组 成 的 集 人 台电 选取 一 个 最 
小 的 正 整数 , 设 为 x1. 不妨 设 PP 的 一 个 极 小 生成 元 集 1x1, 72 
ai 中 有 一 个 关系 为 


"m Jj»... 了 
" ES Fg — £e. (5) 
我 们 断言 malj WAT j — quia 9 uu0O ux mi , a Wi 
e PARADE 一 (riri aega oa. 


ARAE, rri dat r BE P 8g— ARDER. T 
从 PEI 的 选择 知道 , 必 有 H = 0. JA mg j; 一 qm; :网 理 可 证 , mil ja ,于 
ROjo- gagnj 3 Xov mor. EG) 式 成 为 


THE qu ". 时 T un 
ES ly 1 3 bp 


poa 43 ! = e. 


$7 BR abo 0ni 9s 


if ul 
Hil (rauca )" e (6) 
EN 
F ay = jata oea" (7) 
q 4. 07 
Bu Ty —oQgqjXx, Uot44 4. - 


Matra, erseriet. ri 也 是 忆 的 一 个 报 小 生成 元 集 .从 (6) 式 得 ， 
as = e. Mon, 的 选择 知道 ,mi 是 a, 的 阶 .因此 n, = pn E R, 
LEMERE. S 

P = za 3 Tt?. (8) 
pi P = ap Pu (9) 
假如 tas? OP» veu MEELES s. som, fif a? € P.L Fan 
4 = orpoan. EIERN 


apr cue, = e (10) 
这 与 mm BERIE Ela) DLP. = del X HET P E abel H, A 
此 

P © ťa) xP (11) 

Leedaevor, de P, AARNE RnR. R PORE LR 

RGE. E DP, APRA Rb ERDEN EARR T, MOE W FPE AI 

指数 组 成 的 集合 坐 选 取 一 个 最 小 的 下 整数 , 设 为 ma. TRAI Pi AJ- 
个 极 小 生成 元 集 1 YS vss d 有 一 -个 关系 为 


OR = o£. (12) 


上 


同 理 可 证 mo = 六 ,其 中 是 某 个 证 整数 . 从 (12) 式 得 


"i H, N n ^ 
& | IN. XQ 1 一 pF (13) 


n rA, aa vies sd BE P B8 TR UE OUS. PIG 
从 (3) 式 可 得 出 ,wi ws{ 与 前 面 证 m iss 的 方法 一 样 ). AE k 六 
Ec. 


w% P-A Rd 


对 P, 用 数学 三 纲 法 LIE TL TERES D me xe RIS 
POE La A LX X aues, (14) 


lp ki un Ra Lá "t "uL k, 83 + Rai poc F b. i 一 kl. 
Hia? © Zoe AEMET {14) 式 得 


P Loss x Zo XXE, 
JE kal basi oee E k, H kt ka toet k Si Li 
结合 (1) RAGE M 1 使 得 到 
定理 2 Ub G En Pabel tË, n = pipio pe JEH Pio Pia's 
p, EMATEAK, D0. = 1,2, is LII 


GZ, XZ, X0 XZ, xw xZ, X XxXZ, 015) 
e E p bl p^. 


HP ki Aio S keo BER. tkati t kp = d.i = 1,25, 
RARER p ep epos b^ È 的 初等 因子 . 口 

Zi M ut, an PE TR abel 群 有 相同 的 初等 因子 ,那么 它们 国 
梅 . 反 之 如 何 * 我 们 来 探讨 这 个 呵 题 . 

设 Gi 和 Ga 都 是 有 限 abel F, HE Gi T G, UE 4189 PF 48 
同 . 变 它们 的 阶 为 1 = p, po peN G, ARA T Ei Sylow 子 群 的 直 
2 

Gic H x Hxc x H,, (16) 

C; K x Kx e X K,, (17) 

其 中 H UK, 9313 GG; 的 Sylow p, — 子 群 ,1 过 了 过 由 同 构 关 
系 的 对 称 性 和 传道 性 得 

Hox Hix xļxH D Kys Kaxex K. (18) 
PEEpA RE 9 gos T 


CA ! Bi. Shu) 一 (Ri SAT t A7), 
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FA Use BOT Lere, e) TEE hu — cs 一 上 一 .于 
Æ Hy» Haxceox H, XL85 py BroGux Ede Ch le e, ve), BAK, 
X Kx: x K, V. dg p BEALU del k ve esie) x T E ARRA ME 
把 pi MARR p 阶 元 , 因 sh a.aelescie) = (kereste), 
AB OA, ox OH, EKE p, 阶 元 ,上 | OK, 里 革 一 外 确定 的 p, 阶 元 
(ERATA. T Ru de TH, SD K, 的 一 个 映射 1, 即 ACA) E 
PER PHA. d FX EM IBI IC uu dE XEdH oe E ue E LL 
此 qr a AX 35 Apo E qo DE IER. LN S ue a PE ER ELA m ui XH, 
到 K,45— EAR AT, TUE HQ OK, EECTAEH,TEK . 2.9, 
5 这 就 证 明了 :如 果 西 个 有 限 abel EFT). 4241688 Sylow p — - 8f 
同 构 [对 于 群 的 阶 的 每 一 个 素 因 于 pp). 

现在 证 H de K 都 是 abel p — B,C D) IE] S LR] E 4169 Mr T0 5] ox 
它们 的 阶 为 p! ,i 0 0. 3E EOS 1,4 


时 (19) 
KZZ XZ; XXL. (20) 


其 中 


x 
[QE oG m0 muda. d4aQo o6 d boc ot Ga — fF. 
用 万 ,到 分 别 表示 (19),(20) A ob eS Foi TUR HOS K .首先 
3k d] ES] ro - r. 
设 百 ,是 下 中 所 有 户 阶 元 组成 的 集合 ,容易 验证 H.E H 的 子 
群 .我 们 想 定 义 有 限 域 了 ,与 厅 | 88935 OR EET 1C Za € Di 
M 


- del  - 
NY — Gr. (21) 


如 果 ; 2 4,9 pi(i Ami je — 0,7P ja = ja. EL SCCQQY) 
A QE X T OZ, 5 H, 的 纯 晤 党 法 . 答 易 验证 IF, a EE E a 


第 :证 
i= 1,2,…,r, 在 万 中 任 取 一 个 元 素 a, M 
a = (aj.aa,7,.4,) = djEj + dre2 + + Ae,. (22) 
由 于 
Ü = pa- palel + paze2 t ^ * pa, 
= (pais Paz, , pas), (23) 
因此 p*|pa, A a, — p 六 ,对 某 个 可 EZTA 
a = b,phi ley byphs leg cc t hp ee,. (24) 


显然 p e 是 万 的 户 阶 元 ,因此 它 属 于 Haul x oro E 5 EE, 
ple s ph 1e2, pho e, 线性 无 关 . 因 此 它 是 域 Z, E PIE SE IB HT 
的 一 个 基 ,从 而 dimH, — r. 

E]AcpHHi.K 中 所 有 上 p 阶 元 姐 成 的 集会 民 ， 是 域 了 ,上 线性 空间 ， 
并 且 dimK,;- t. 

ik 广 是 万 到 开 的 同 构 映 射 .由 于 同 构 上 映射 把 户 阶 元 里 成 户 阶 元 ， 
因此 了 诱导 了 群 万 | 到 K 的 周 构 映 射 让 .容易 看 出 ,了 保持 纯 量 来 
法 .因此 方 是 域 Z 上 线性 空间 再, 到 Ko 的 同 构 映射 .从 而 dim HI, = 
dimK,.BP r =t. 

EEREN RO. A.) — D22sc,6 AAEE. Rk = 


ditt Eua — EE 天 7 ,其 中 l c H zu r. 不妨 设 上。 < PE 
def 


H pge e Hi, Ko——ip*y|v € Ri. 
g H < H, K< KS S dian 
H, = xc x0x p Ea Xon X pTy., (25) 
K.— 0x x0x PAG xXx p Zu. (26) 


其 中 
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k, def LN 
p^, pp 


6€Z.. (27) 
TPAR, p ^L, ÈZ, HPR, AL SUE ULL AR ERE BLUE LS T 
Z ‘HP osr PAOS), COO 式 得 出 , 百 : 是 至 多 nep 
A PMR ER, K Er utl pd xA ICERS dd. 
FÉ FI E)K S9 p3qukoM JoWCROY Ha 到 并; 的 一 个 映射 foi fo pg) 


d 


= p" CB). FERAE, OAA H, al K, 的 同 枸 栈 射 .因此 万, 一 
K, RH Edo sp ELLE ue Ug E (CA ELE K 得 出 r= 1) A, TE; 的 
ERALA PAREA Ag 5 K.88 Xon GR XP REPE S I dC 
— u t 14F, B E garou lru tl, ZA. EEk — Ll 
PULF. 

£x CIEI TAREE 3. 

定理 3 两 个 有 限 abel RER P325 HLC 8 0 ELS 93 REL TF TR]. 


ER 3 ABHE.EISEIACT RR ER abel HEZE B ig SR TE IRL FOR AF 
人 的 元 全 不 变量 . 
定理 2 和 定理 3 把 有 限 abel 群 的 结构 完全 摘 清 楚 了 . 
fU L 决定 200 阶 abel EI EARRAK., 
S8  200-2^x j.BUTF3M^TUFBR:3—-3,3—-2*101,3— 1+ 
o 1;2 的 分 拆 有 :2 = 2,2 = ]+1, 因 此 200 阶 abel 群 的 初等 因子 有 
下 述 6 种 可 能 情形 ， 
122.521, i125,5,581 902,27,571, 
/:2,22,5,51, 12,2,2,8:, 12,2,2.,5,51, 
Mm 200 Er abel SEX 6 Tp A pd P4 89 E 3 I COR: 
Zo x Lo. Lo X X. Z x Za x s. 
o X Fp X Z; X fs, Z x Xu X 43 X Ls. 


Jo a o x Jo X Es X fs, 
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其 中 Zo x Zo = Zao A EMNE. 
例 2 ił G © Z; x Za Xx Zu , 求 上 的 初等 因子 . 
解 GS x fjs SZ 
© Z; x (Z; X Z.) x (Z, x Z4) 
© Ay x Za X Zy X Zs X Zs, 
因此 6 的 初等 因子 是 
i27,3,3*,5,51. 
补 等 因子 为 
(pp p) 
的 abel p — 8$, T8 A EI S£ abel p — 群 (elemeniary abelian p — group). 
对 于 有 限 生 成 的 abel 群 的 结构 有 下 述 丫 果 : 
定理 4 设 避 是 有 限 生 成 的 abel 群 , 则 
G © Ls. XXE, Xx Za xc Xa, X Z£', (28) 


PE poc 
其 中 p1,…, 记 是 两 两 不 同 的 素数 ,kl Rio mE EO L2, 
iE REX xc x Z. RAAL) RP E a A RR BE 
水 一 
阶 组 成 的 有 重 集合 


! py D LM Sp | 

称 为 的 韧 等 因子 ;把 (28) AP GB NLAS e 称 为 G 的 秩 (rank)， 

定理 5 两 不 有 限 生 成 的 abel 群 同 攀 当 且 仅 当 它 们 有 相同 的 初 
等 因子 和 相同 的 秩 . 

wE- AE GAAT, n G 称 为 秩 1 的 自由 abel 群 (free 
abelian group). X: 38 , & di abel 群 中 没有 有 限 阶 元 . 

例 3 证明; 实数 来 法 群 及 ”的 有 限 生 成 的 菲 平凡 耶 群 同 构 二 
7 ,或 者 同 枸 于 Z ,或 者 同 枸 于 Zp Xx ZZ' ,其 中 (是 某 个 正 整 歼 . 

E RH iba CR Æ m BAR, U a" - 1.23 m ATEH, r” 


XEUOG.7 dül 


| ]| JE RoPORGN-— EI —l1i:Xx m Aii, v" LER PÄ 
H ipro 1A- Pp 周 此 RR” 中 有 限 阶 元 素 只 有 1 和 一 1, 其 中 一 ]】 
是 2 阶 元 .由 定理 4 吧 得 结论 . E 


| 习题 1.7 


. 次 定 12 阶 abel SERI S A n d4 m) 2 
. IRE 108 Br abel 群 的 互 不 同 构 的 类 型. 
. BE 360 Bir abel TER & ^P [a] tA 52 25 W , 
. HESE 144 阶 abel 群 的 互 不 同 构 的 类 型 . 
. 决定 216 阶 abel # 869 Tr AP [a] P ff) 2 A8 . 
. 求 下 列 群 的 初等 内 于 : 
C1) Zin X Zis X Zy; 
(2) Za, * Zi 
(3) Z4 x Za = Zn X Za. 
+7. B G dé 000 Ep abel gE. 
(1) 证 明 G GEA 10 阶 元 ; 
(2) G 的 初等 因子 应 当 怎样 才能 使 G 不 含 阶 大 于 10 的 儿 素 ? 
* 8. 证明: 如 果 有 限 abel 和 群 的 阶 没 有 平方 因子 , 划 它 避 为 共 环 群 . 
x 9. 证 明 :一 个 abel p - SEE dA EP P p-lT pBEOOMES: 
xE AL RE. 
x 10. VERZ LA a REELE V 的 加 法 群 的 结构 ， 
与 出 它 的 初等 因 闻 , 它 是 不 是 初等 abel 2 - BE? 
x ]1. i VERZ, D Ha Hk EUROPE, p ERR. V Hn BE iE 
是 初等 abe] p — BF? 


moin dou M o 
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REAA, H ARER TE EHAR. oo VR PP EB 
构 十 整数 加 群 了 ,大限 0 BIRER ERE HF Zne MA 8485 AA. 
IAEE E jw ,7 是 2 的 同 态 像 .于 是 由 c Tou GRO E AR E 
Z M m. x eH]: R PUE Zu n] Zu Sr TE FH — T 7D3R 2E A 
群 .日 然 要 章 : 抓 住 什么 样 的 群 E RE ZI BET 83 3 oU SR AE BERI BET 

让 我 们 先 来 分 析 了 的 特征 ,也 的 生成 元 上 县 有 如 下 性 质 : 对 一 切 
卡 零 整数 请 ,部 有 ml A0, BIA XC 1 只 适合 平凡 的 关系 :| 的 0 fs 
等 于 10. 

一 般 地 , 设 X EPCG 的 一 个 生成 元 集 , 如 果 X 的 元 率 只 适合 于 
FU AR BB AME TER aoaoot € XP xo vai 
OIER mismas m, ARR 0, W 
"ipta Y. e, (1) 
MA X 是 群 G -个 自由 生成 元 集 (Jrec set of generators). 

SEXO WR Gd 1— BIIIBTEOCSE,WISE G IE E h free 
group). 

£58], 7, EGE. ARAZA BR BEI IBI Zi 
一 个 元 素 生 成 的 口 由 群 . 

如 何 构造 由 多 个 无 素 咎 成 的 自由 和 群 ” 

设 外 是 一 个 非 空 集合 , 称 久 是 一 个 守 母 表 .现在 我 们 来 移 造 由 
和 生成 的 日 由 群 . 

没 morter E Xam, CZ, ZAN 


r” | x. MN ro (2) 


E 


称 为 一 个 字 Cword). 
-个 字 r a AR A BERI (reduced) UR a ať’ l 
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< RILE m, 01m dom k RAHE l BRRR TY. 

Ai— ^ 3 nBBETE HE T E M UU] fe ETR REEI T: A E AE BEI T 0E 
由 相同 , 则 可 合并 于 威 一 个 字母 的 方 即 ,将 指数 的 和 作为 指数 ;到 浆 
猎 省 略 不 写 .例如 , 设 久 = ,ry ,x i, 则 

w= r 3.497347 ey 
-4 SOON pe zy. 

我 们 在 下 面 的 定 还 1 将 评 明 ;每 一 个 字 能 化 简 成 叭 “的 既 约 字 . 

BEJE £o 给 出 了 一 个 没有 任何 符号 的 字 ( 因 为 .ri 省略 不 写 )， 
j£ f THERE NEF (empty word). 

商 个 字 相 乘 就 是 在 第 —- EE BS BG ROAF. 

Uude X 形成 的 所 有 经 约 宁 组 成 的 全 合 记 成 F(X). 存 FX) 
中 筑 定 蕊 法 运算 如 下 :证 wwo € EFX). M] zo, 与 w WREE 
Eu Ja IE EE TE w. AUR EU tE DUET. S8. E w = 


zy lu. = yr lay, 


- ox xy s T^v. 

我 们 把 seines iet ng B BE EJ CR to wa- 

结合 律 成 立 , iX Je E Cue uos) wes + w Coss) 是 同一 个 字 
wp uestes FEBURAS ISI RUE LBS BEES wo ws wa. 

CESULEDE S 

BEEF a aora, HIE XE rr, "reru, C UL EMET. 

DAE AE BE E X TE DUE UE BE £9 T EH LI ELPCXO 成 为 -个 
BADAIL X LE FOO 的 一 个 自由 生成 元 集 . 因 此 F(X) 是 日 
bgt pit Eh X 生成 的 自由 群 (free group generated by X). 

定理 1 AR— AEAEE OR E F. 

证 明 ” 设 外 非 空 集合 久 形 成 的 所 有 既 约 字 纽 成 的 集合 为 介 , 对 
Tac XATA 8 —^A4- Edo 


del ——— 
c, uer) — rw, Mw € (1. (3) 
因为 w 是 既 约 字 , 周 此 由 (3) 式 定义 的 s, ÆN £j B S eg x Am 


e, 是 由 的 一 个 置换 .对 于 任意 一 个 字 


Ho— guru (4) 
dif " H JT 
规定 0,7—cog0'mg"'g'. (53 
r -+a ^ 
4- 
H = |o lw E ni. (6j 


UEDA E, HAAT OE GAGS E GA 08 — AE, AERA a 化 
R m BG 329 E se] o, — o. 
证 同一 个 字 u Hp DEG EE AZ XO) m ELE Y w, w, E c 
结果 ,有 Gu, 二 Ge 二 gu 由 于 ru 把 空 字 映 咸 WI s Gu 把 室 字 映 成 
wz- 因此 xe. = twa [] 
—4 XGUERLD D i HEC RUOTE R. 由 两 个 或 两 个 以 上 元 
kamnacom - 定 是 非 交 换 群 (因为 假如 它 是 abel 群 , 则 生成 元 
ziyry 有 非 平 凡 的 关系 ririri) = e), 并 且 它 的 每 个 非 单位 元 
都 是 无 限 阶 元 素 . 


如 果 两 个 非 宝 集合 X 5Y 之 间 有 一 个 双 射 交 , 则 它 可 诱导 自 山 
HE ECX) 到 FCYO 的 一 个 同 构 :把 F(X) 的 婚约 字 rp eg mt 对 
应 于 FOY) 的 既 约 字 pir glen rr 我们 用 下 ,代表 
Hz TRER EL E ER. 

ža T GAPA X ÆRE G HE EE FCXO aTi z aai , R 
来 证 明 一 个 结论 

定理 2 " XX 是 一 个 非 空 集合 ,G 是 一 个 群 . 则 站 到 G 8698 — 
个 映射 了 部 能 唯 -地 扩充 成 白 由 群 FtX) 到 G H8 — 1 [ES e. 如 图 1 
一 8 所 示 . 

证 明 ”定义 F(X) 旬 如 的 一 个 对 应 法 期 y, 它 把 每 DRAF 
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aya av^ AMA G R8] eTR 
LAGr I" DfGe i fGe]"^. 
显然 p 是 喘 射 , 容 甸 看 出 ,保持 运算 .因此 s RR]. 
唯一 性 ,假如 还 有 FCXO 到 G à IBS edid pd mí 
Sm (or) fir) = pla), Yr € X. JAmDSUE 8 — TEE ZJ^E 


Hu 
SUI. 


"E x vat 
Gr +) = Lokap jileti) "9n 1" 
= Egal It eer] mee 1s 


- pr, 了 
因此 g 二 g. 
定理 3 H OX ERGO B— TERTE, M GHD FX) 的 
— AES. 从 而 G BST EBSEFCOX) 的 一 个 商 群 . 
证 明 在 定理 2 中 取 上 是 和 到 安 的 恒 等 中 有 射 , 即 £(r)— vr, Vx 
c X.W EE ER2Óí.f REME—HI GLA FOXO SU G $3 — T la] iu. 
和 在 来 证 y E. AA G = 六) ,所 以 G 中 得 一 个 直率 串 表 示 成 


re eal, (7) 


H Htr, A eado i L EILA AI n, A0. TET ER By FI 
k X EMISIT DEAE, ECAT FA). WRA 
et raanei) | FGr idu ra | [Fr] 


一 ranea", (8) 
因此 o dé TED. Ma o ded du. ix eH] GC EFX) MAEA. 
Man G EAT FON) 的 一 个 商 群 . i 


定理 3 表明 ,任何 一 个 群 部 是 某 一 个 自由 群 的 阿 态 像 .网 此 只 要 
jEig(t T Wr4 B Bar. Senf Zi pA SEE. 
xE R2 4E UE X ERG AERE, M GEAR FCX) 
的 一 个 同 态 像 .用 N om ix Id es yp 的 核 , 则 
F(X)/NZ G. 
设 R 是 F(X) HATE, WR RERET ER NCBI, BAT R 
HU HAS GE NUT BERE RONO.INIR Bie fENOETIFOBRBISIE 
"T dkmpA y TRET G 的 单位 元 ,我 们 称 尺 是 G 的 一 组 定 光 关系 (a 
set of defining relations). 
例如 ,D, 的 一 个 生成 元 集 是 和 = lc,ri. o WER o,r, 
(cr) i 是 D, 的 -- 组 定 必 关系 .证 明 如 下 : 
设 GEFUX) t udgla".c(ocY d 生成 的 正规 子 群 .用 NAT 
A FOX) $8) D, 的 同 坟 由 的 核 .我 们 要 证 MM = 六 .从 定理 3 的 证 明 过 
BÉ SI plo) = a se ylr)= r= e, pory) = (or) = e, 
Ablo, r ory] E N.XAGm MEN. TEH S489 9 — EI AREE 
1f, 
(F(X)/M)/ (N/M)S F(X)/N (9) 
又 由 于 FOXYN = D,QEDCLFOX)/M|ZID,I = 2n. 
显然 PCEK)AM = (aM OM) ,并 和 且 它 们 满足 
CMO = &"M = M, (MY: M, (acM) = M 
或 者 等 价 地 
(SMD = M, (rM), = M, (rM = o rM. (10) 
MUD A PEIBLEUX)/ZM FE — TULE UST TIER: 
IM oM ouo MurM.orM ouo IM. 
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Wan FOXO/M | 224.15 bE, F(X)/M]| = 2. AO AX, 
| NM, — LN - M. Bie ia^, r (oc 0X D, 8$ —ZR XE X X 
&. C] 

定 尖 2 Li Aa TIET., R EARE) E- TET 
广 朱 .用 NN Aog RIERRSAE CE RECHT, FCXO HS RAJATA LER 
Fog. Bug FOXOZN 称 为 起 由 生成 元 集 久 和 定义 关系 集 只 
决定 的 群 . 如 果 群 G dB p FCX)/N,DI| X, REAG E- TRA 
( presentation) , ic TE Gi XIRI.TEWIER,ADIE X = irarri, JF 
HL R = quay. wi. WARI] GOAL BR SR XXL BS (finitely 


presented) , ITE 


G = jaa... ax dunno. (1i) 
例如 ， 
了 jir -—j; £a pelr” t; 
D, — iry r'y ry) 
Q = ry |rt a y ary lia 
ZxZ-—arg.v oc b|y lis 


RAe epr r lum ugcuondb gem OF cA n BU 
FL abel Bf. 
阿 一 个 群 可 以 有 许多 不 同 的 表现 .例如 


-一 - h; 一 一 -1 
Fg T o4 rims qua. vla ys s TT 


y d. 
7, 的 第 一 种 表现 描述 了 有 的 另 -种 形式 :有 x Z. 

用 牛 成 志和 和 污 义 关系 表现 群 的 理论 称 为 组 合群 论 
(Combinatorial Group Theory). JLE , ?H fr REE SE HI E fii 2: 153 98 
全 系统 (参看 M. Anshel, Constructing puplic key eryptosystems via 
combinatorial group theory, Cryptography — Research Digest 862, Vol. 
DL CNov.15,1999)), 

ARR G AURERE, HILE — TE RO CLID SX 9 BL, E 


lük $- E ER 


中 rr 的 一 个 生成 元 集 , 刚 也 可 以 把 G 记 作 
G (rp... us e.t. un, c e). (12) 
Hi TQ — 6.704. TE 7 e Ad Mri. E. Ha. AREL, IE 
(12) z& t n4 G nm] — T 3 E i presentation). 
B. Zo = (Ol ml1-2 0) 
D, = io,.c|s? - I, = lear = P 
Q = (i,jli^: 1,U0j 7 2 lij = 1». 
3j, 4e 3x, 40178). A SE 08 3L iX — dt OR PE R, E a ToS Aritin 
d 1947 年 提出 .办 群 在 数学 物理 , 低 维 拓 梓 ,组 合群 论 和 表示 论 中 起 
着 重要 作用 . 近 几 年 , 辩 群 被 用 来 构造 公 抽 密码 系统 和 窗 钥 到 撞 协 让 
(X K.H.KO,S.].Lee,J. H. Cheon,J. W. Han,]. S. Kang,and €. 
Park, New publie — key cryptosvstem using braid groups, CRYPTO 
2000 .Lecture Notes. in Computer Science [880 , ed. NE: Bellare, 
Springer — Verlag( 2000) ,166 - 1835. 


p» ; 


BEi:-9 


给 了 两 个 水 平平 面 , 在 顶 面 有 三 个 点 ,它们 分 别 在 底面 有 正 投 
影 .把 顶 面 的 三 个 点 与 它们 在 底面 的 正 投 影 的 三 个 点 分 别 用 三 根 绳 
子 连 接 起 来 ,如 图 1-9 所 示 , 这 三 根 晶 子 必 须 不 相交 ,并 且 每 一 辊 强 
子 与 这 两 个 平面 之 间 的 每 一 个 水 平面 恰好 相交 一 次 ,这 样 的 三 根 强 
子 种 为 一 个 3 一 办 子 (braid), 其 中 了 3 称 为 辩 指数 (braid intex). 

BC 3S 3 HT bdo, TAT ARR Gk bib 就 是 把 b aX 
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b, 下面 得 到 的 主子 ,好几 p — 10 所 示 . 


1 2 3 ] 2 3 


1 2 3 
1 2 3 
b, 
———— bib, 
P. 
图 1 10 


3 根 钻 直 的 独子 组 成 的 办 子 称 为 平 几 的 准 于 ,用 ee 表示 ,一 个 泛 
子 的 本 质 是 它 的 独子 彼此 纺 绕 的 方式 ,因此 平凡 的 办 子 e dE Liu 
注 中 起 着 单 性 元 素 的 作用 ,如 图 1 一 11 E GG.XBRoXEENIi:-OS9T 


BE. 


Le 
Pe 


"DT S ERTAGA A T A E 出 了 一 个 办 子 , 记 作 
bL S b ' 实 质 上 是 平凡 的 办 子 , 如 图 1 12 PpSR 4E bb! rdg 
d BB ARAE, AA 扯 直 以 后 在 中 间 , 强 子 CC ” 扯 直 以 后 在 
最 后 面 .因此 bb ! 实质 上 是 平凡 的 闪 子 ,读者 不 妨 动 手 试 一 试 . 


A Bn C 
D 
A' B' C 


BI 1-12 


从 证 上 工 实 质 上 是 平凡 办 子 的 议论 中 看 到 ,我们 把 一 个 办 子 与 经 
过 拉 相 以 后 得 到 的 内 子 看 成 实质 上 是 同一 个 闪 子 .精确 地 说 ,我 们 在 
所 有 3 - 办 子 组 成 的 集合 中 ,定义 一 个 二 元 关系 :01 一 b B EAE 
b, 能 经 过 连续 变形 变 成 六 ,在 变形 中 ,绳子 必须 位 于 两 个 水平 平面 
zj, Eita s A SRRA, ALENTAR EDAR, 
~ IDEE TES NEUE EE S AE d FA RE: 

ab- e IUS (13) 

容易 看 出 ,(13) 或 与 等 价 类 的 代表 的 选择 无 关 , 因 此 它 的 确 膛 等 价 
类 的 运算 .容易 验证 ,所 有 等 价 类 组 成 的 集 含 在 这 个 乘法 运算 下 或 为 
一 车 群 , 称 它 为 3 - HR braid group) , 记 作 Ha. 

今后 我 们 把 五 简单 地 记 成 瑚 . 

Ej 1 10 Ep a6 88 4 3 — AT b, Lbs RAET (elementary 
braids). ATIR E bí 6s 5, o bo bu bs de L1 一 13 所 示 : 

从 图 1- I3 uf 


dibab = bib. (14) 


ib l- 13 


-k [E] di EOD. AEGAKOGES Q35ONE S5 E e a. AA RAE A E iip, 
b,i R3- HH 昌 , 的 一 个 生成 元 集 ,{14) AUGE HEX bsb 的 一 组 
关系 .因此 R 有 一 个 表现 : 
B, = (hy. pal Dibab, = bib hs. (15) 
WEGE Gh. B. 是 无 限 非 交换 群 . 
座 上 讨论 对 于 1 条 绳子 的 因子 也 成 误 , 从 而 得 到 岁 群 , 记 作 用， 
npo 5:3 842 REATO n — d I Nibul or X ons eT 14 Pm. 


| i 4 十 | H 


图 1- 1+ 


15 la ima Dua EE n co AA B, d A E RUGÓE. B, 65 —4- EU E 


55h, = bbb, à3,:—;,-1 


B, - CINEMAS Y, (16) 


bb, = bh, dB|i-jic2 
B, Z ARIKA. 
A 日 ; 的 构造 中 ,包括 了 一 对 水 平平 面 , 顶 而 的 三 个 点 和 它们 在 谋面 


的 正 投影 的 三 个 点 .用 1,2.3 分 别 表示 顶 面 的 三 个 点 以 及 它们 在 府 面 的 
正 投影 . 沿 着 一 个 玲子 的 三 条 强 子 滑动 ,产生 一 个 3 元 置换 .例如 ,从 冲 
F (12), A b, F1E(23) AB 1 - 9 85 9 I7 5 A OECI32) E E A BUB ix 
EE kE tM B Fj S tim UG P NENIUL CE RC BEC NU E D 
乘法 or 要求 先 做 直 边 的 o, ERAAI r) 因此 中 是 B 到 S. 93 — x 
同和 态 .注意 由 决 不 会 是 单 射 ,因为 B; 是 无 限 群 ,而 S; 是 有 限 群 . 


习题 1.8 


1. 把 下 列 由 字 谨 表 生 = yx 形成 的 字 化 简 成 婚约 了 字 : 


(1) wu, = ris gg: Clg? 

(2) uwa = gyr e yrz ^ri 

(3) un = z rir a ! e ez b 

2 TU r TE TU DE: 1 oR uyt, u uo ws. 
. 证 明 


A S, = jab le, b, (abi; 
(2) S, = ta e la? e, kac) t. 
x 4. HEBR LA, 三 ja, b lat, b, aby}. 
* 5. fE 3 — IE B PR b? biba bi AP bib: 是 初等 闪 子 (网 $8 的 
网 1- 10). 
*6. 在 3- Ht B 中, 分别 写 出 b b bbi PE S, FHR. 
x7, 找 出 B4 中 的 两 个 不 同 的 关子 ,它们 都 产生 置换 (132). 
&8. 在 4 一 HIR B. IB OR bib A bbn dD bibs WENST 
88 的 图 1 — 142. MERI BS DEDE bba 与 babi HFG? 
x9. 设 Gn G' ELT BE n usn, 称 为 - -个 字 , 其 中 每 个 x; TX 
A GUG(GIIB G EEE ts G^ 的 天 泰 看 成 不 同 的 元 素 形成 的 并 集 ， 
注意 即使 G = ,在 求 无 交 并 G UG 时 ， 也 湖上 要 把 前 一 个 集合 G 与 后 


SERIEN 13 


-个 集合 G ELES mIRC P y 是 既 的 的 如 果 r 53 uu 
4fthdà AREP LL im a AH a DE GOR G AR CU bu io 
uo. HEIE TU RETE E — AREE HA WRE E 1 AE Y. 
Mj T ERZSUTE. ve 与 us RERE ETE r rei a us FRI EL E 8) DEDE 
err EDTPBE£U Dit TEIMBUiE uc D LRR E- T SFERIEN 
G 二 GI BI B4 (fre product) cfe (7 G. 

BRE A= F IET FARER 2 eA REJA IRE. 


第 二 章 M 


S1 环 的 类 型 和 性 质 ,理想 


RREME, IR R 是 定 祥 了 加 法 .乘法 两 个 代数 运算 的 非 空 集 
合 , 并 且 R 对 于 加 法 成 一 个 abe| 群 ,R DRAWER AIE, MAARE 
法 的 左右 分 配 律 . 

Anm R 的 乘法 还 适合 交换 律 , 则 称 R AZIR. 

BEER R 有 一 个 元 素 e 具有 性 质 : 

ae = ea — a, Vac R, (1) 
则 称 e 是 只 的 单位 元 素 ; 此 时 称 R 是 有 单位 元 的 环 ,R 的 单位 元 素 是 唯 
一 -的 ,通常 把 单位 元 记 成 1. 
在 有 单位 元 的 环 R 中 ,对 于 元 素 a ,如果 R 中 有 元 素 上 ,使 得 
ab = ba = d, (2) 
则 称 & EASTA IER 5 ht o UXÉJC.o ByxtopEME—B. IB a. 

环 民 中 的 元 素 4 称 为 一 个 左 ( 或 右 } BAF Ger (right) zero divisor) . 
b R 中 有 元 素 5 55 0,fdifi$ ab = 0X bu = 六 . 左 零 因子 利 右 零 办 子 
邦 简 称 为 零 因子 .0 是 平 几 的 零 因子 ; 其余 的 零 因 子 称 为 非 平凡 的 寒 因 
子 .如 果 环 RR 没有 非 平凡 的 零 因子 , 则 称 R 是 无 零 因子 环 . 

有 单位 毛 UA 0). HAERA T a) i FER A Y A commutative 
domain? . 

环 民 称 为 除 环 {division ring) 或 体 , 旭 果 民 的 所 有 非 零 元 组 成 的 集 介 
RR” 对 于 有 式 法 成 一 个 群 ( 出 就 是 说 ,R 足 一 个 有 单位 J 名 1( 闫 0) 的 环 , 并 4 
R 的 每 - -个 非 过 元 都 可 道 ). 
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AS RBR MER WIN (field). BIUR F E- -PA RAL OS 0) 的 父 换 
5&6. Ibm — toe miba, MWER FE -个 域 . 

Jefe e AE THERI IEAI : E RR Z, F EAG e EAN R 
MFI F EAJ-EA F r R FE EP) n GERAI F a, 
人 

1843 年 arr E OEC Hamilton) AA Y ATE (quawrmion) : 


uot bio cj 8 dk, (3) 
Huh a.h.c.d HAR, EJ, k AL 
i= F- knol, (4) 
ij -ji 所 = 一 后 =i, 
ki — — ik — jf. (5) 


所 有 四 元 数组 成 的 集合 用 H AR AUE H AMAR DAT SCC mi vae 
法 美 亿 于 复数 的 乘法 ., 则 容易 验证 HEX AJ TO ERG ARE J Fu Jc RR XA 
或 四 元 数 体 (quatrermion field). H dé 3E SE BEER IP. 

WEI R 的 一 个 非 空子 集 R 对 于 民 的 加 法 各 乘法 也 成 为 一 个 环 ， 
WER R, d R 的 一 个 子 环 (subring). 

窑 易 证 明 : 环 RR 的 一 个 非 宝 子 集 Ri 为 一 个 子 环 的 充分 必要 和 菜 件 起 ， 
R 对 于 R BTE REAREN LER 

a.b C R, —a-bC€ R,, ab € Kj. 

现在 我 们 米 看 环 的 简单 性 质 , 设 R 是 一 个 环 ， 

ib T. AR 对 于 加 法 成 为 一 个 abel 群 ,于 是 可 定义 任 一元 来 4 BU" fü 
BAF EZ, E ZAE 

def 


Ha 7— — d | 各 十 d a. 
- v 
def . 
Qa 0 GWO € R), 
dh-f 
(— n 一 n(— a. 


Y-1 ilit 


na + ma = (n * mja, X n.m € Z, a€ KR; 
mina) = mnu)a, Vn.m EZ, ut R; 
nla + b) = sa t nb, | Vn € Z, a,b € R. 
DT R isis T E SO PR LIAE RI E X E- 203 a 的 正 整 数 指 
HEF n E Z SEDE 


并 且 满 足 
a'g" = a7. Yam EZ, actR: 
(q")" — a", Ynem GCA., aCR. 
环 R BETEBUE. X ETE RRINE REAR RAIRA 
G) Oa = a0 = 0, Va € R, OX HIJO C R); 
(i) al~ b) =- ab,(—- a)b =- ab, 
(— aX- 6) = ab, V a,b € RK; 
(ii) (aadb = a(nb) = nlab), V a,b € Rn C£ 


(iv) (22400258) 2) > ah, Va,,5, ER. 
证 明 (O0 HR 0 € RE 
ab = alb +Ü}: ab + al). 

上 碟 两 边 加 上 {一 a8) ,得 0 = a0. PRH HE, Oa = 0. 

QD. 因为 

C u)b t ab = '(—a3) * a]b - 06 = Ü, 

Hr adb =- ah. 

回 理 可 证 ,af b) =- ab. AM 

(a &) 2- lal- b), =- CC ab) = ab. 
(iD HE s c Z 


(nab la * a * v7 t a)6 = ab t ab 十 zr + ab 


VT 


H T rl T 
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= plah), 
国 理 品评 .cf nt) niab). 
[(— nda b= nl- alle - n (7 a5] = nl- ab) 
= (= n(ab)i 
同 理 可 Eyalt- ndo] - C- aXab). 
(Üadb = 05 = Ü, aÜ) ut) 2 0. 
Ooh) = 0, 


因此 (Dath ^ «C0b) = Uluh). 
Gv hA G2 OE a BIS. |] 


如 果 R RATED OTRE ER. H 


^. m 
(a t 5) = ~ Ca" "pf 
&-u 


Errena) E Firre, i UR 
a = legea jE F* 
使 得 fe yc) = 0. LER a E Fr uarios? 的 一 个 零点 (zerop 
pant). f(xj,ris ru) 的 所 有 零点 组 成 的 集合 称 为 FU 的 一 个 超 曲 面 
(hypersurface) ,或 仿 射 超 曲 面 (affine hvpersurface) , 记 作 VC. PERIERE , n 
= anf. VCI) 称 为 平面 曲线 (plane curve) ,或 曲线 ,或 仿 射 曲线 ;x = 3I. 
Vref) Fr M BR A Csuriace . 
Er 中 的 :组 EER Ea sda 的 会 其 志 点 
kA E" 的 一 个 代数 毓 (algebraic variety). 2X £i D 8j fO XE fk Caffine 
algebraic vanety) 间作 VCr EO EITHER VO) Rmin 定义 的 . 
E438 3E. d — — 代数 几何 (algebrae geometry) PE 4 
| 冠 对 象 就 是 代数 繁 ,研究 代数 竹 的 关键 想法 是 什么 ?让 我 们 采 看 下 中 的 
FF. 
TE JL as [nj E y — 7r R Oryze. 了 度 
hirz) 1 olasz) = z 


| WE, 5; JL BAE Sd Ov PE ESTE T .办 此 局 是 一 个 代数 
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A ERIE C OREHA GS -.-1 0'5o0y m z--08 
sc. (Lis C an] DUE ER EAER un 4 € S -1 2 0 58 Os cami 
35: C xeu ELE RLKE RI a v — 1: OPERE n i: s oz - 
| — Off); SEE. xx De fü eL] 2 IECHOE XE BU. C BUDE EMRA B 
T = fe, ys) € RLi.v.z] egea) = 0, 
Yteptreca) € Ci. 
HER rv BATTERIA TAER EA, INIT EG S BEAT, 
HI 
Fixes) € Tgtxr ys} € I —Mf(r,v,2) — gCrov,2) € l. 
IE, d xtA Rk FE”. BE 
fixr.v.zr) € I,hGr,y,z) € RLr.v.zl 
=> f r,y gA r.y) € I. 
办 此 是 环 Rix ye] HRA IEE” BOT LER 1 ET PLI 
称 为 理想 . 
EXI 小 民 是 一 个 环 , 工 是 玉 的 一 个 非 空 子 集 . 如 果 了 对 于 减 
法 封闭 , 即 
ac I, bc 1I-——a-bt€li 
HE IRA RCE”, Pj 
a € I,r € R —-ar € I, ra € I, 
WU EK I RR 的 一 个 理想 (ideal) 或 双边 理想 .如 果 了 对 于 减法 封闭 ,并 
HRG ZORE) 吸收 性 ”, 即 
a € ir € R ra C I(rk ar € I), 
则 称 了 是 R 的 CAORA) 理想 (left (or right) ideal). 
出 于 理想 (或 左 理想 ,有 理想 }T 对 减法 封闭 ,因此 了 是 R 的 加 法 
HERTA. 
显然 .101 5 REAR 的 理想 , 称 它 们 为 平凡 的 理想 . 如果 环 
R 只 有 平 几 的 理想 , 则 称 R 是 单 环 (simple ring). 
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MEEMI CAR, R 中 给 了 :个 代数 得 C, ar D i ER 
R,..v. zj 的 :个 理想 PS aZ T EERI. ya z] 的 个 理想 F,R 
A PRA ETARA a TE E ES P INO. PIE LI. 
研究 Pr 的 代数 答 的 关键 想法 是 研究 环 Fa ensem s IPEE 

Hg 8 B HE i KBUEICBULBU RE ER B. si ELA Wie A: S. 
LL MEUSE AELH Gic ,编码 LE LAETI de A E E E. 

在 整数 环 Z 中 ,一 个 整数 s HIRTTI ETECH BTE SE A ME m A. 
BAE. nZ E ZP- igy. 

在 域 上 上 的 一 元 密 项 式 环 Flzr] 中 .一 个 多 项 式 f{ xr) 的 所 有 信 
式 组 成 的 集合 是 下- rr 的 一 个 理想 

Mi R 是 一 个 有 单 倍 元 的 变换 环 ,o C R, 把 集合 Tra|r 
C R| 记 作 Ru .容易 看 出 ,Ra ER 的 一 个 理想 . 

TE EE SERT Hu; € Fi at R 的 一 族 理 想 . 则 QE HER 的 
一 个 理想 . 

i S ERR 的 一 个 非 空 子 集 , 环 RGA S AAA HBIP 
YA S 生成 的 理 相 fideal generated by S).ipfEc so. WR S - on. 
3477 US e Wj p CS) 是 有 限 生 成 的 ,并 内 把 5) ii Ca. ias. 
ay). 

HPR 中 由 一 个 已 素 a 生成 的 理想 称 为 主 理想 (Principal ideal). 
ii fECa. 

没 民 是 有 单位 元 的 交换 环 . 容 易 看 出 Ra 是 由 -个 蕊 素 a 生 成 的 
理想 , 估 此 Ra EERE. TETH Ra 记 成 ta) .特别 地 ,在 整数 坏 工 
中 ,nF 二 二 理想 ,本 记 成 fm) ;在 For] 中， -个 多 项 式 CO) 的 所 
ESTEAR SE Fr e E REUS nO FLC PC 2). 

注 : 设 OR 是 一 个 环 ( 不 一 定 有 单位 元 ,也 不 一 定 是 交 撞 环 ), 则 一 
个 元 素 生成 的 理想 (a) 为 


站 
` 
(a) — riu s: aro + mua t S ray, Fyer P EE OR, 


T 一 
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mecZ.sculi. 
BOR 是 有 单位 无 的 交换 和 环 ,alay ce € R. AA IER 
(ajsa = irigi E rado d+ t7 3 ra, rn ER, 
P-—d,.2.20.ni. (6! 
i A.B ER IT 3E ESL 
la * bla € A,b € Bi 


AO H- 


def 


-la,b5i t coc tabula, € AE B,i — lye, € Zi. 
FEAH. WRI JERAN LR] Foe FII BEIR 的 
MERE. Ap ELDER I1 5 J mR GAHA 
HJ € P(OJ ga J. (7) 
RITE, E , 求 交 者 足 理 想 的 运算 ,容易 证 明 它 们 满足 以 下 的 
IHE T.J, K 都 是 环 R 的 理想 , 则 
1I+ 了 = 了 + 了 (加 法 交换 律 儿 
(Ic D -*K-ItGt K) (WAAR); 
(IJ) K = ICGIK), 【乘法 结合 律 ); 
J+ K) = U+ IK,( 左 分 配 律 }; 
(J + K)E = H * KI. 右 分 配 律 ). 
在 整数 环 世 中 ,容易 看 出 
(n) m) = ikam) t+ (km | 5.4, € L, 


Ali 


EZ} - (nm); (8) 

(ny MN Cm) ([n,m 1]: (9) 
(n) | Cm)2 in + /m |k,1 € Zi 

(m.m 2). (10) 


TR 
(n,m)- 1 en)! (m) — (19 e Z. 
由 此 受到 所 发 ,我 们 列 出 直面 的 概 合 : 
定义 2 没 只 是 有 单位 元 的 环 , 三 是 民 的 埋 想 .如 小 二 
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RWE [154 &R3XCCoprime?. 

命题 1 du REAME. J. K EER ASIR. VIAE A 
J HBSK n3: 4) 1] d K SEX. 

证 明 HEIEK: RJK RW Ea c L.ELEC KK. 
志和 了 了 和民. 性 得 

a kk — I. b c5. Il. 
[ 面 西 个 等 蕊 的 如 ANY ar mHE .得 
ab t (ako t kib l kikoro l. 


H PRK ERAM, AIE ak; + hj bs € K- Mabe t, AE 
L€ H3 K.|lT Ho KERERE, Puet ec R, 4 
r o r:l1€ HK. 

MRSE t K EST H8 KRAE 
HiK: R. 
AE PON SRK UAE. 
G2 UR EALA IA J R AFRE, Mi 
PIRA =H TOF. 
证 阴 Cm, y AJ AER DJ NAX I 
HJT FREE a E Ldb C] Hit 


a | bc l, 
ifa € E) JI. o: Æ EX xh .得 
duc rvh- rt. 


H-E OR REA EP LEE ra = ar. Mi 
r ar + orb € df. 

FI OJ gs i : fj. |] 
Perii nig {E ZOP n dim IE Gum) — (n) fl Gm. 
Ea AL E F EA- AS RARF[ r] F, 

EFi rr) = (yirigi); 
Cra Catr)) = [trgi 2D 


(FGr)) CC r2) — CfGr2.gGr2)5 
FGr) B gita) & € (jir Bigr RÀ. 
fs is 2 
fUr) 5 gor) H3 = f reir 9» GÉGO f Ca. 


zJ 1.2 


1. 设 下 是 一 个 域 , 令 
5 laEnia€ Fl, 
让 明 S 是 MCF) 的 一 个 子 环 ; 并 日 求 S 的 单位 元 . 
2. 证 明 有 限 整 坏 一 是 是 域 . 
x 3. 4 


NE" 
证 明 H J&— T ERO. 

4. iE R EH SK AP LuEBR RE — T AESE A H FRR EI RT 
能 含有 单位 元 . 

S. 证 明 域 让 没有 非 平 凡 的 理想 . 

6. 设 民 是 一 个 有 单位 元 的 交换 坏 , 证 明 : 如 果 R RA EEIE) 
理想 ,期 R 是 一 个 域 . 

7. WE 1 RARdAREPRR -一 个 理想 . 令 

adi = ir € R|” € EX -- IEEE nt. 
征明 ral] iE R AA., PR radd 是 了 的 报 (raqical) . 

8. A. R Boc X a 称 为 党 零 元 (nilpotent cement), WRA- Tr iE 
BE n did o" = O.LVEDJISUUE a Atda ERIR R EL TEE 
5p, ) — a uf. 

9. uEB] dE ZG RA ER KR UL BUE ETHERIA E R G- 0 
相 , 它 是 0) BR ERR IIa EAR Gnilradical) . 
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* 10. iE D EARE. ER MCD) 是 单 环 . 


$2 商 环 , 环 的 同 态 , 环 的 直 和 


BR tH, ER B TIERS.) I GR 的 如 法 群 的 子 群 . 
HE R 的 加 法 群 是 abel SEINE 7 ÆFA FEL M mo gd SE RIL E 
OCRE o: BEER RA + 于 .我们 规定 

(r, d DG D-—— pns I. (19 
Hr 4i-—rjd4 dint = r 0 IP 
—ritri€l, -ri!rvri€ I. 


Mif] 
— riro + rira 5 rr 一 rir 1 rira - riri 
= Cri - rj)rs 十 riir 一 29 - [. 
H4 Ut rira d T= rir2+ d. 


这 表明 (1) 式 中 定义 的 障 集 的 乘法 是 合理 的 . 

地 然 , 隘 集 的 乘法 满足 结合 律 , 以 及 左 . 右 分 配 律 ,因此 RI 成 
为 “个 环 , 称 为 R 对 于 工 的 商 环 (quotient ring). EE EP. RA PRTA 
rock PA] WRA (residue class). 

容易 看 出 ,如果 环 RA ÉG, WAR RA APMC tgn 
果 R ERRI, A RA BER. 

AN, AE OR ZP o ZAE Z AJ AEAN, EA ER Zm Z, 
EP UCR EE k + mz. T 

k+ miS ktm :EC o b, 

因此 Zzpz = Z, WZI} TF nZ 8 BM ZonZ u$ o MR R 
Z APE mZ = m). WES ER Z n in ATIR A Cm LE p MER 
Xi WIE ER Z p) E T ER EME p RRA Z. 

H OR EIR RI A i RRR EI orir + 了 ,显然 有 


mirit rj) (rq 8 r3) I (r1) or, D 
Tir + alra), 
ririrl= rr t T= {rit Dirt I) = nirio riro), 
RD B RE m 保持 如 法 和 乘法 运算 . 
EXI 设 尺 和 RR 是 两 个 环 , 如 果 RIR 有 一 个 映射 so 县 有 
EE: TIREN a,b E R, € 


gla di b) = c(a) t! stphy), (2) 
glab) - e(a)aet(b), (3) 
ce(1) * 1, (4) 


Wi Ek o 是 环 R HR Bg— [5] Zx RR ER 2E [e] s CHE A FA po 
环 ,小 要 求 公 式 (41)， 

设 = ERER 的 -个 同 态 ,如 果 a ER R, MER o E 
环 的 单 同 态 4 或 满 同 态 ). 

3EX 2 EROR EWI. mE RERO 有 一 个 双 射 o 满足 
公式 (2) 和 (3){ 邮 ,vo 保持 如 法 和 寺 法 运算 ), 则 称 sz 是 坏 R 到 R 的 一 
个 同 构 上 映 射 或 同 构 ,此 时 称 环 R 5 R EAKR. RE R. 

设 = EHR SiR 的 一 个 同 态 . 电 然 z 是 及 的 加 法 群 到 R” 的 加 
法 群 的 - -个 同 态 , 因 此 有 


st0) = 0, ol-a)}=- ota). (5) 
e VE Xi ni BEES pas n E FR S [e] S uU A , 仍 记 作 Kere, HI 
Kere : ja € R alaj — Q'!. (6) 


环 回 态 WA Kero WIER KIIPE FE ii BEI R (0 — 18 
g 理由 如 下 : iF a € Kero.r € Ri 
gira) = e(r)o(a) = atrio = 0. 
由 此 ra € Kero. EH REUE ar € Kero. PVA Kero ÆR 的 一 个 理想 . 
环 同 态 o 的 像 Ims TRER HANER HITER, m Hi R' ff 
一 个 子 环 { 因 为 Imo 对 于 乘法 也 封闭 ). 如 果 环 R, R 分 别 有 单 位 元 
Ll E Ims. 
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a 


Eg dE MR SUR 的 一 个 同 构 ,如 困 开 ,R' 分 别 有 单 位 活 1,1 . 则 
al = U EARM FERE E R .由 于 sg 是 满 对 ,因此 存在 -ER 
tE iH air) = > .十 是 

allr = etcl)stír) afler) :sír) =r, 
HEA ro) = .因此 of1} d R BIET sgg. 
3 i 16 RH scam. 环 R PERI IT- OTRAI] rr 
L EIER INA ME ESA E RA FAMILL M O — 06 E 
db RAT RAG. AIE x EIR IAR 的 一 个 同 态 , 称 它 是 自 
AER. H F r 也 是 RR 的 加 法 群 到 及 A 直 的 加 法 群 的 自然 问 态 , 友 此 
Kerr = 1 这 下 明 自 然 环 同 态 x FRATER D. 

从 上 而 的 讨论 知道 ,玉民 公民 的 任 labio ME R K T 
E IERR 的 每 - -个 理想 了 是 里 然 环 同 念 x 的 核 ， 这 样 我 们 对 理想 与 环 
辣 态 的 核 之 间 的 关系 就 了 如 指 掌 了 . 

SAN I OR SARJ 的 自然 问 态 x 是 满 辐 态 , 因 此 Imr = 
RWI 这 表明 商 坏 RAT EIR 在 自然 环 同 态 x 下 的 像 . 反 过 米 , 环 玉 
的 任 -- 何 态 像 : Li R ET AESHBBS M ZB TAX? B ES 
[n] 答 rum nm 

1{ 环 同 杰 基本 定理 }】 设 4 是 环 民 到 民 ' 的 一 个 同 态 , 则 同 
" lms AR Ron i 
R Kerg 三 ling. (7) 

证 明山 于 sg 也 是 环 R 的 加 法 群 到 R'“ 的 加 法 群 的 一 个 同人 态 . 央 
ie fE RE t RE g, A E R Kero H Img m, BST A 
54 RE 

yir t Kero — ofr). (8) 
MERRE p EREE. ITUR ri + Keroro t Kero € R/Kers, 
eliri + Kera)kr 1 Kerg) ] : (rir; + Kerso} 


rr = clriotr) = pir, ! Keroüdirs 十 Kerg). 
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HE y de Fe R Kero 到 Ima 的 - - 1- I FRA Si. M ifa Ee R /Kere 5j Imo 
Ia] Fg . ^i 
X TR p RAER ERD EAER, AG R85 * E 
FQ SEGe LB gm. 
定理 2{ 第 一 环 同 构 定 理 ) 设 尺 是 一 个 环 ,I 是 民 的 理想 ,日 是 民 
83-FERQN) HERAF N HÆ HRE, LARE: 
HIND HŽII+ HII. (9) 
证 明 — 5 WES X — E E ERE LI GO H X R 的 加 法 群 的 子 群 ,J 
D H X H t dw ik St 69 FE 3C EL SEIL AR 
HÁ/ILÜ|H-IS HUI, 


其 中 同 构 映射 为 

qihoct PY Heh +]. (10) 
只 需要 再 证 了 + HsAÁdgBIILTL HS HGSGLABRNEE X 
A 小 保 竺 来 法 运算 . 


任 取 ay ha; t hic D HQH 
(2, + hi)(a; * ho) = (ajas + ajha + Ajaz) t hiha 
4£XX h € Ha CIN)NH, Mhac INH. AÆaAECEINH. 
Rh IO Hh IJ H € HAE HÀ 
pila TO HEXA + TN HI 5 gCRíAS t FC) H) 
= hiha + T= (h+ PD); * F) 
= dlhit TN Helka + TN H}. 
因此 I+ 是 尺 的 子 环 ,【 门 日 是 日 的 理想 ,由 是 环 同 构 .| 
定理 3{ 第 二 环 间 构 定理 )} 设 民 是 一 个 环 ,] ,J EXER 0E E, 
BIG], MJI R/Á/I 的 理想 ,并 且 有 环 同 构 : 
(RIY ODZ RA. (11) 
UEBB RGO AAR, JI 是 民 AT 的 加 法 群 的 子 群 ， 
计 且 有 群 辣 构 : 


C 了 + H. 
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(RIDAD RJ, 
其 中 同 构 映射 为 
gilr d Potjie +j. (123 
PCEGRGPRBEQZTGQT RZI GAERA, AA FE FE dei EL 
tR roi E RA TEL 有 
Cr c IG € D) — rj 1 EC Iz. 
[5] 3E , 
Cr t Dr € I) € JF. 
AE CRZIDZ CHALD) PATAR: rt PE) tje, ra 9 1H) 9 J£, 
da. Cri IJt (rs; t Dji; 
Sap] Cru ot EC ra t I) e JI] 
= ø| frr: 3 D+ = peri eJ = (rox dJir 1) 
aliri d) o EAE Cres 1 T) JE], 
因此 pÁIGEORZÁT 63 PP 8.45; X ERIS i 
没 R’ Ro. R, AEI. IE R’ Rae R AIAGA EA TALR, 
PR O aR ERIH THE xe nr. 
(Capsa. a t Coa Lbs on h) 


idet 
= (a, sdp sadi). (13) 


显然 这 样 定义 的 乘法 满足 结合 律 .以 及 左右 分 配 律 , 因 此 R O R， 
D-RI Y— TR, RENK R ,RR;,… R BAM CIETE 
RO. 0 MRAN R TAUTEL G — 1,2, M R, 
PROG DR ARRARO 11) .如果 每 个 环 R, 是 交换 
环 ( = des] RC RICO CD R, GERR, 

& Ri; = 1(0.7,0,2,,0,7.0)]a, € Rif, 12 容易 
验证 ; 

(1) R ER, C Ri POR 8j 4 3B, = 1,2, 

(2) R OBR © OR Ris Ri oo e Ri; 
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(3) R N (CMR) = (00. = 012,7, 5 


(4) RZER,.i 12,5. 
定理 4 设 站 ,1 , 工 都 是 环 尽 的 理想 ,并 且 
R= + ft, (14) 


LAES) = (0) - 1,2, ,3, (15) 


Pe 
F1) 5K R 的 每 个 元 素 可 唯一 表 成 形式 
TE 
(2) 有 环 同 构 : 
RC RBL- -hL 
ERRE R ECHR], dha’ T, 89 PS EUMI. 
证 明 (D) X R TOL rH UE. 


r= apt gatos ota, — wi o ya EL 


apoa m ys cora) $00 t (x 7 6 € Fi f] (5 I) = (0). 
E Jt "E Qo X fA ML T E Luo = ya 4X0. — ML. 
(2) 据 第 一 章 8238 X EE S,RHPERIIS; 
R= htl teti, 
其 中 同 宰 映射 为 
Fr 二 + r, m raa’ tx e 
4i, A 
LLCLÜOLCLOOSN = 0). 
Ea 
"IN Pi 1 Bn * oc t 2) T ( vi 1 w2 1 十 y9 


= gal riyy i oroya Form t aw m Griyo ryt eru) 
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-Qag tara ton boar )6 Y, 8 v; Fon roa) 
= glag dag oc ta dala t vs ton ot y). 
Ee og EGRE med. ， 

谈 了 荡 坏 RR 的 一 个 理想 . 则 了 是 RR 的 加 法 辞 的 于 群 .从 而 对 十 &， 
bc ER. 

atl- b+ l 5 -— bE l. 

EX3 WEIAUBRIS-TRÉ LX Talb€ R.WURa-bc 
PUER u,b ESI Te] (a ds congruent to b modulo I? ,icdfE à — bmod 
lj. 

Te AE, mE a = bmod I).e = d(mod I) Jii 


a ^oc — b * d (mod Í), (16) 
cu = cb (mod T). C173 
ca = db (mod 1). (18) 


显然 , 模 ITGugI3mmie EEA EE, AEE 民 的 一 
个 等 价 英 系 .容易 看 出 ,a WERF a+ 1. Mafg ROSITRT 
I] dx BO ri Se e BEP R/T. 
TES 设 民 是 有 单位 元 1( 天 0) 的 环 , 它 芍 理 想 了 ,1,,…, 1 
BiR. Nd] 
R/I, LA CALR ADERE hL- RR. (09 
WER 3 
c; R ——R/I,O RAI; o -- BRI, 
aoa dar t doses L9, 
Du 
grt v) 
Cr y) t Fur 8 y+ {+ y) 9 0L) 
ÉGe d F4 Gv € FO F1 iyt Eonuta +1) 
tiy- L3 


(230. PLE 环 


= tr khea € fa) B (vo Blu ) 
= glx) + ct y). 
of ry) 
= (ry + Try+t h,e ry * L) 
= (Cr + hyt HO. Gr t E)Cy 9 Tr Cx t LXy+ LO 
= (z+ lr+t Tor t+ Ty+ y+ Lr sy+ L) 
= c(.x)at 3, 
c(1)— CE Bul Povsslo L), 
FUE 6 EHR BRI R/L R 8—-T RE. 
a € Kerg gla) = (0 H,0 * ,0+ I) 
cat :0+ ,j= 1,2,,s 
a € Li = 012,75 
a E HhHÍ(11l[(1-fntL. 
因此 Kera = EO BGnRn--n 1,. 据 环 同 态 基 本 定理 得 
RILA RN = NS: Ime. 
下 面 来 证 s 是 满 射 . 任 取 
(b, c ipb t arbt 2 € RADRAT De DRI, 
要 证 存在 wa 入 尺 , 使 得 sta) = (by t hebat fossi b, + LIBER 
atlLl-bt4lL, jos 
Bp a-b E, j-—Y.2..5, 
即 a = b (mod EL). j = 1,2,.%,s. 
HFE h, bee LAMER, BAKEA 1 的 命题 1 得 ,对 于 每 个 j 
€ 11,2.,sl, EL bpe Lalo d B.R. AM 
Lo dyeeLabaesd o R. (20) 


于 是 存在 di E hoe € veh a hirv di BERE 
d, 二 e, 07 l. (21) 
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IF d, — d, -0 € RAIE d, — 0 (mod 1). Jf (21) 式 得 
e; — | (mod 1,3. (22) 


FA AF 
e € hesh da hn NN OO LAC Lan ALET, 


AE e, 7 D (mod F), — 1 lajt Lu, (23) 
A u = N bez, (24) 
: l 
yi a — bmod 1).,; - 1,2,75,s. (25) 

lH o 是 满 射 .从 耐 
RAO In NA LSZRRERLO BRA. 一 


在 上 面 证 明 o EW SIRI, tae DO TEF m AGED 
定理 6( 中 国 剩 余 定理 ) 没 尺 是 有 单位 元 1( 关 0) 的 环 , 它 的 理 
JH Paho l WAAR, M PIEH ER o TOL bisbita b, 
C R HRA BH 
z = bQ6mod F) 
a = b.(mod F} 
Lr = b (mod F) 
在 R AGAR; EHME a. cEMTS M 
a & c (mod H, (£1 I5 C) A O1). 
证 明 ”在 上 市 证 明 o 是 满 射 时 ,已 进 有 明了 这 个 阿 余 方程 纪 人 在 R 
内 有 和 解 . 现 在 设 4a,r 都 是 解 , 则 由 模 T, 同 余 的 对 称 性 和 传递 性 得 
au — c (nod F), y= 1,2,0,4 


Bp a—-c€ di, —j—Vl.2.-c.s. 
因此 a-c ERALA NAR. 
HÀ, ifi] a — c mod ARA o f£ £9. M 


jk rot (Cp s Ee np br a A d PSOE PRU REC E AT 


- - 队 十 兵 , :二 数 余 2, 二 五 数 余 ,十 七 数 余 四 . 丫 : 这 队 凸 兵 有 多 
d AT 

在 公 铀 密码 学 等 领域 中 e Wt RER m PRR Zu H , 求 ^ 
JG E a OE E HB EP m - py ,P99 是 不 同 的 本 不 数 .这 可 以 利 
埋 5 求 出 来 .我 们 着 过 下 面 的 例子 说 明 这 一 方法 . 

例 1 在 7o 中 ,来 1 的 半 万 根 . 

解 oL. — Z/OD.HTS9DL 7x13. 7 3 13 E Ult dia 4e 
章 $1 的 命题 2, 得 

(91) = (213) = (7) QÑ (13). 


于 吓 据 和 定理 5, 得 
Z/(91) = Z247) TD Z/€13), (26) 
其 中 同 构 映射 为 
pia + (91) 0—7(a + (75,0 1 (132). (27) 
TR 


(a + (91D 14 (91) 
«€—»(a + (Ta 1 (032) = O + (7),1 + (13)) 
e—»(a O0) = 1+ (7) HG. + (u02)7 = 1+ C13). 
山 于 Z/0),Z2/03) 都 是 域 , 而 任 一 瑾 下 上 的 一 元 多 项 式 环 FLz] 
Ha RER O E F PERE n TR ERREG R), E 
rz-1 在 ZA7),7A13) 中 分 别 至 多 有 两 个 根 .显然 ] + (7). -1+ 
(7) & 12 C) 的 两 个 不 同 的 平方 根 ;1 + (13), -14+ O3) 是 1+ (13) 
的 商 个 不 同 的 平 力 根 .因此 
(a + (910)? = 4 + (91D 
e—2a40-(72-1-(7) Bac(13) 2t 1 (03) 


|a = į (mod 7), ple T! 《mod 7), 
la = 1 (mod 13); |a =- 1 (mod 13); 
xi^ =- ] (mod 7), z |a =- i (mod 7), 


— ] (mod 13); la —- ] (mod 13). 


Um b sj p S B SB I 73 fet: 
r — | (mod 7). 
, = Ü (mod 13). 
|l. = 0 (mod 7}, _ 
' 二 oA， 
la = d] fned 133. 
Jai (24) 和 (25) 式 得 出 问 余 方程 组 
lg — | (mod 7). 
| a — } (mod 139. 


ER p e| B+ Slb.R € Z; 


的 解 为 
ei x78 11] x I4 e 91b - 149l, LE £ 
35 fo ib, Bp (HH i 89 28 — 7 Lg de pa] s Zr FR E AI REKK A 
a 4x78 C- D «ld 916 = 64 十 91k, b E Z: 
= 1x78 * lx 11 42 91 27 1 917, © Z5 
4 —(-1) x 78 (- 12) x I4 9] - — 1-0 917, 7 CF. 
因此 在 ZZ(91) 中 ,1 的 平方 根 恰好 有 4 个 : 
1.64,27,- 1, 
其 中 64 = 27. 
推论 7 ERA- AAFAA, CHRR ohoo d AA 
互 素 ,并 且 LALA < r, (0), 3] 


RRB RZISCD DRL. C 
习题 2.2 
po 
R = | ^ PIS Be C 
li- B a | 


IEI OR 与 中 元 束 体 也 同 构 . 
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2. 设 ss 是 环 尺 到 到 民 S—4-35 Bp ESL: 

(1) 如 果 了 是 民 的 一 个 理想 , 则 af 由 是 展 的 理想 ; 

(2) d X IL X R' 的 一 个 理想 , 则 so ICE) X R 6999 48, E. Kero 
Z aE). 

3. 韩信 点 兵 问 题 ,“ 有 一 队 士 兵 , 三 三 数 休 2, 五 五 数 侠 一 ,七 七 
数 休 四 . 问 : 这 队 士 兵 有 和 甸 少 人 ?7” 

4. 在 ZA(35) 中 ,分 别 来 上 的 平方 柜 和 4 的 平方 根 . 

5. 在 ZA35) 中 ,2 的 平方 根 育 在 吗 ?3 的 平方 根 存 在 吗 ? 

*6. 设 正 整 数 — pps pou Kc pipron p, AAAA F 

*3dX.r 0 0.4 = 1,2,4,4. ERR: 


Z/(n)^ Z/P ODZ (PR e DZE). 
$3 ” 素 理 想 和 极 大 理想 ,有 限 域 的 构造 


在 整数 环 站 中 ,素数 起 着 基本 建筑 块 的 作用 . 束 数 的 特 入 是 : 
大 于 1 的 整数 p ERR 
€—9 M. plab 可 以 推出 pla spl». 
(关于 充分 性 成 立 的 理由 :用 反 证 法 ,假如 pp = pipz, 共 中 pl >l, p 
> 1, 则 pplpip2. 由 所 设 得 plp, R ple TB.) 
肌理 想 的 语言 ,上 述 结 论 可 以 写成 
大 于 1 的 整数 o 是 系数 
€—» M. ab (Cp) 可 以 推出 a € (Cp SX bc (p). 
类 做 地 ,在 域 已 上 的 一 邱 多 项 式 坏 天 rz 中 ,不 可 约 多 项 式 趣 着 
基本 建筑 块 的 作用 ,不 可 约 多 项 式 的 特征 是 : 
次 数 大 于 0 的 多 项 式 p(x) EDIAN 
< 一 > 有 从 pfr)y1 f(r jgltx) 可 以 推出 
Pr | fiz} 或 ptr)lete) 
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1h flagir) € oCao) LAHE HI 
ns c pie) uk gir) E (pir). 
Hi EEAESUALE ,我们 抽象 出 下 述 概 念 : 

ÆI 设 尺 中 一 个 有 单位 起 1 六 上 0) H sd A, P RS RS 
AHLI Pc RIBUSRUA ab C PoE a EP 或 5EP, 则 PP 
ERW 中 的 一 个 素 理 想 (prime ideal). 

从 上 工 的 分 析 知 道 ,在 整数 环 工 中 ， 

p ADR 
Sp E ANARA. 
在 域 EW- EER F e] 中 ， 
pEr) EA IE 
——(p(c)) 是 Fl. 的 素 理想 . 
sg SC d EDEN UE R Æ ToH fuco 107 0) ERRA. 


(0) 是 R 的 一 个 素 理 想 
EX2 FRETAR LICEO) mae ER LER EIAS 
理想 给 成 的 集 台 称 为 民 PW pectrum) , 记 作 Spec R. 
为 了 求 整 数 环 Zz 的 谱 , 我 们 先 证 一 个 结论 : 
命题 1 环 Z 的 每 -- 个 理想 邦 是 由 一 个 非 负 整数 生成 的 主 理 


XH 


证 明 没 / 是 7 的 一 个 理 韶 ,如果 了 = (p. I LETRA. 
乍 设 工夫 10) THTT a € jla #0. WE a d$ mE XS] -a 
(— IaE 了 因此 了 必 含有 止 整数 .在 了 里 的 正 整数 中 取 一 个 把 小 的 
数 , 设 为 m PELET- (a) AER 6 € LIETE : 

b — qm tr. gram. 
Fir b-ym € LA r7 0, 5j s HRR TE Aer 0. 
BI 6 qm € €). PE Fes Cono. Mali I — Cm). 1 


L6 B a M 


由 命题 1 ETE E e a BE RE E ET ZZ 的 谱 为 
SpecZ = 1(00i1 U iial p 为 素数 |. (D 
类 做 于 命题 Y 的 让 明 方 法 ,可 以 证 明 下 述 的 命题 2: 
命题 2 F EGER F a ] 的 每 一 个 埋 想 都 是 证 埋 柏 . 
其 中 非 40) 的 主 理 想 可 以 由 首 项 系数 六 1 的 多 项 式 征 成 . 
如 果 城 让 上 每 -一 个 一 元 多 项 起 在下 中 都 有 根 , 则 下 称 为 一 个 民 
数 封 闭 域 (Calgcbraically closed ficld) .显然 如 果 下 是 一 个 代数 封闭 城 ， 
则 F[ v] 中 的 得 一 个 不 可 约 多 项 式 剖 是 一 次 多 项 式 , 于 是 由 命题 2 
和 前面 的 结论 可 得 出 : 
如 果 上 是 一 个 代数 封 团 域 , 则 环 F[x] 08 
SpecF[r] == i U j(z-aP?la € FI. (2) 
定理 3 Wb REAR (E0) 的 变换 环 , 则 R 的 理想 P S 
Eae HRA RP 为 一 个 整 环 . 
证 明 ERAH R/P 是 有 单位 元 1 + 了 的 交换 环 . 
R 的 理想 P 为 素 理 想 . 
PE RHM ab E PYE c Pbr 
——2]€PHMAMa-P-PuiEha-P-—-Ps55c-P-P 
>]: PPHA(a*P(b-P)-PmHiElBhat-P 
二 PP 或 p+-+P=P 
«—»1-PPHR/IW1 IL BSEIET 
< 全 RAT 为 一 个 整 环 . C] 
定理 4 ARAR 都 是 有 单位 元 的 次 换 环 , 且 1 六 0,1 去 0. 如 
IREI R BR 有 一 个 满 同 态 oz, 则 
CD K 的 所 有 理想 组 成 的 集合 3 与 的 包含 Kero 的 所 有 理想 
组 成 的 集合 S IBEX 
(2) 对 于 民 的 包含 Kero 的 理想 了 ,有 
R/IEZ R'/s(1); 
(3) SpecR' 5 R 89 & & Kero 80 FEAT A EP d 28 x 8g ES, LR 
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A —4^-——3xR. 
证 明 ”容易 验证 ,和 刀 果 了 是 R' 的 -个 理想 , 则 ca rO E RI 
-个 理想 ,Hg O 2 Kes. WR 1 HE iR 的 - -个 理想 , 则 ol 了 I) E 
RR 的 ve. 
(1) 令 yy:S — >S 
K —s r). 
WIR q; ieS 到 有 的 -个 映射 - 
可 以 证 时 y EWI, AEER FE sS, W s(D c S'. HE 
dO PUFY gol = e" {at T), Pl H eur 
o l(c(13) = I. 
(f ER 5€ c lal DO, Weth E oC D. T EC C 了 使 得 ac) = 
sib). Mm alb- e) = 0. HIE b - c € Kesi F E 6 € IF. Baa 
ec (c(D) m I. RZ, Rd c I, Wold) € o(D, Jd € 
a l(aC DO. RE Lm o al Ji o (of1)) 9 T. 
u[DAUEB y EAA 1.7 IÉR AAR, 如果 S010 = 
QOO. Bl o ICE = oO., WA TFE a Er, fETE a € 
a E), B FH ola) = a. 由 于 IT - a (QU), HE a € 
o (OAM olal € J Bpa € F.M r S FREIE SrA 
fj I^ — xx RU] y 是 单 射 . 
(2)3& | X R Gag Kera 80 — 7 238, xh T o ERRAR 的 
一 个 满 同 态 , 因 此 
R Keros ZR. (3) 
jo EH E,D al Æ aall) &j— A A f.i F Kers 一 
I.E Ker(o |T) Kerg. A m A 
I Kers = ot1). (4) 
J£ 3? — ep QE ,得 
RI ZO (R/Kere)/ CI /Kero ). (3) 
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ACA) (4),0(5) 起 得 
R/I7E R a(i). (6) 
(GJE P' € R' AR iL P. =: o PGN P 2 Kec, LA 
$(aCP)) = ogo tat P3) - P. 
LA (PO = (P) = 了 由 于 风 建 单 射 ,因此 
c(P)-P. 
AK AFP 3o (6) AE 
P ZR 的 一 个 素 理 想 
SR P S SEC 
«—5 R/P AER 
< 玉 P 为 RR 的 一 个 素 理 想 . 
因此 由 在 SpecR” 上 的 限制 是 SpccR 3) R 65 Kera 的 所 有 素 理 
想 组 成 的 集合 的 一 个 双 射 . 口 
推论 5 设 民 是 一 个 环 , /是 RR 的 一 个 理想 , 则 
(1) 商 环 R 休 的 所 有 理想 组 成 的 集合 S 与 RR 的 包含 了 的 所 有 理 
i E ERR S 之 间 有 一 个 一 一 对 应 ; 
(2) AH RAI 的 所 有 理想 组 成 的 集合 S 为 
S - iK/I|K ÆR fr) EB, H K 2 1H. (7) 
证 明 H RIHAR TAREA r, H Kerr — I. 
(D 据 定 理 4 HË. gp: K er K/D E S 到 SS Aen. 
(DAR K/I € S', D gK D= x (K/1)€ S.id K - 
x (K/D, M K € S. Mufit 
£(z(K0) = a'l K= K. 
MoR RK Xii Exe yK) =r '(K/1)- K. BT o 
单 射 , 因 紫 K/I = K/I.JAmi K = K € S.XXARHIK/ZTISTECOX 
石 边 的 集合 .以 而 S BATT 式 石 过 的 集合 . 
RÈK ER HRE, H KHAUF aK) 是 RRAI 的 埋 想 ， 
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因此 KAI = ffK ES 从 而 (7) 成 有 有 边 的 集合 人 包含 于 s. 

DEE ETRS CT) 式 成 立 , 即 天 环 RI 的 所 有 理想 组 成 的 集 介 

为 
'K/I|K ER HRE, A K 2 pH. | 

设 R 是 有 单位 元 H0) 的 交换 环 , 亿 定理 3 AGA, R 的 素 理 起 
P {HIR RP 为 牧 丈 .自然 要 人 问 :RR 的 什么 样 的 理想 1 使 得 民 R/T 为 
一 个 城 ? 从 习 厦 2.1 的 第 5 题 和 第 5 题 , 以 及 推论 5 得 出: 

R/L 为 一 个 域 
«€—2R/I 没有 韭 平 几 的 理想 ,HH 1+ 1 I 
+> R/IBIFA B400)CBI 了 dH R/I,FR IR 
< -及 中 包含 上 的 理由 只 有 了 于 和 只 ,有 了 天 R. 

ui gt sd di P XEBEOS. 

REX 3 HER R—-BIB.M 是 R 的 -个 理想 ,并 且 M 7 RUD 
果 RPH M. 的 理想 只 有 AM 和 只 , 则 MARRI RARE 
(maximal ideal). 

M, Eae (7x Br BD f P xhÉhue 

定理 6 HRE eju "T 03 的 变换 环 , 则 RR 的 理想 
M 为 极 大 理想 当日 仅 当 部 坏 RZM 为 -一 个 域 . m 

例如 ,在 域 玉 上 的 一 元 多 项 式 环 F[Lx ;中 .如果 p(x) 是 个 可 约 
£n X. Mipi) E FL] 的 一 个 极 太 理想 . 理由 如 下 : 

没 FE] h- 个 理想 1 二 (p(x)). 山 命题 2 得 ， J (firi). T 
Er 2 plr DMA perd € (i. Ee fx) pir). W 
wH, reeg F? 或 fir) = pt.r), 其 中 cE F, AMJ = 
(c) = Fir] RJ = plr = (pir BH Cae rD J& Fle] K 
-— PRAHE. 

mZ, wE MEF r, ø “个 极 大 理想 ， 则 M 是 由 一 个 不 可 的 


[EE MEE EE M 


Slt un M -gG ) ,假如 gr) iA 23. DI] gird = 


& 01 — | à "" —0*" — 0" M 


(oras ar) degg C49 <  degg(i ri. 1,2. FR Cg Ca F 
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(rr). 月 (gr 7 Fl irl. ix M RHR IK PURI T EL) 

Apu. c Zn. M EZA TRKE YH M Em -个 
素数 生成 的 理想 . 

据 定 尖 3. 刀 果 下 是 -- 个 域 , 则 (0) 是 天 的 概 大 理想 ;友之 ， m 
有 单位 元 CA 0) 的 交换 环 R.MIECO) 是 R ARARA, I R E - 
个 域 . 

由 于 域 -… 定 是 整 环 , 全 是 整 环 不 一 定 是 域 , 因此 在 有 单位 所 
17-0) 的 安 换 环 尺 中 ,要 大 理想 M EE RRA RE P A 
THEE RAIRE. 

例如 ,在 整 系数 一 元 多 项 支 环 r) P, AE (20. A 
Z[rl/) 的 大 一 个 元 素 形 如 

ap + apr ccs tar” t (ax) 5 ag * Ca), 
4 praga t (r). SER o X SR Z E) ZI )/(x) aham or 8 ERA 
HZZ e]/(c).:whcFOXGROMSR PERR, AZ alr) 
M ARER Mmr) AZ e] 的 一 个 素 理 想 , 但 它 不 是 极 大 理想 . 

设 R 和 FR EUER Yero dESRER IL EL 1 750,1 75 0. RI R 
到 R 有 - -PERAS IR RIDEHEACIR'ECBIER R ARER 的 
— ^- 8 ER (extension ring) , JE HE JE a Hola) 等 同 . r5 pb, RS 
RO E-A TER, S RT IS BS oc MIER ER 的 一 个 扩 环 . 

利用 定理 6 可 以 从 小 的 有 限 域 出 发 构造 大 的 有 限 域 . 

定理 7 设 已 是 售 v 个 元 素 的 有 限 域 , 其 中 & = M. 为 素数 . 
AR mir) ag aum tot aux" EFL n 次 不 可 约 多 项 式 ， 
则 Fiel mer ER g 个 元 素 的 有 限 域 ,并 且 它 的 每 一 个 元 未 
本 以 唯一 地 表示 成 


Cg * cu Fe e, pal, (8) 


其 中 EROSi <n 0 xd (mx) u RE 


pn 十 a,A Too aua E Ü. (9) 
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证 明 HP al o ER Ee] BART SUM IBIbCGa GO E 
EQ] d q3R AI. MEE 6 f, EL LO» (GOD 是 一 个 域 . 
Fa i£ Cur) Pij- PRIE FC e m Gm Ge TET ZR BRE : 

Kr) = hr mr) t ria) degra) < degmta). 
PPA (a — eater ton loer” 1. Mug 

Eryt (ma) 2 end cour don m c, qu 3 e Coma), 

( 10) 
FERS SES E FC 1 GC DORSAN 起 的 表示 方式 唯一 5 候 
ü fr) Qnir ARER Aarle) t (mir) HE rur) + 
Gn r)), JE») degrfry € n,degri(r2 < n, WH rir) - ra) € 
Gn Ge). Mi pr re 0. HB EC ra. Po c FP, 
0: os. AERA c dio 种 选取 方式 ,从 而 PIC, Go» G9] 
g”. 

^ uma Cr mE E, EIER CZ (On G0 & — Tr i) 
gra >u | (ma 22 PR E BI PASE a Lj a 14 Gua Ge) Spe]. P fi 

Co t ept + -十 cagal e mard) 


= [egt nO] 8 cerd alr] + Cm 22] + 
+ es p+ Cafas t arD 


= gpt cuu tcm c ep pa {11} 
因此 
F,,r]/(mia)) = cn + equ + + T 
e, € F,,0s 1 < ni. (12) 
XS eL COLL) 起 的 推导 过 程 可 得 山 
aa F üqu t con + d u” = ay tT uax d cn tapt” t Cmir)) 
= (mr. 


Pi dE TE rii Eh F,lx]/Gat.e)) WH apd auj od co + a” — UO. Li 
HEAR EX. 一 : 定 是 一 个 素数 p HAR IE px 
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域 F 的 特征 .证 明 可 参看 于 维 声 编 普 的 《高 等 代数 (下 有 册 )4( 高 教 社 
1996 年 出 版 ) 第 206 一 208 页 . 

例 1 构造 含 125 roux rA PRX. 

解 125 = 于 .在 Zr] 中 找 一 个 3 次 不 串 约 多 项 式 . 令 和 (cr 
= ajo r +1. 直接 计算 知道 ,Zi 中 ,0,1,2,3,4 都 不 是 m(x) 的 根 ， 
又 由于 degmtr) = 3, 因此 mx) d&Ru X GDUGM. M gn 
Zle] irit et DEET TLEH. T u-—rtc(xr 4r 
M 
Zr] + x +l) = ico 二 ea 十 cou le, € Z, = 0,1.2i. 
HB osa HESS tutl = 0, Bl u? = hut. 

定理 8 在 有 单位 元 上 (天 站) 的 环 R 中 必 存 在 极 大 理想 . 

证 明 4 s-iIIERSSEEICIL.X((O)C S. 
jb S 为 非 宝 集 .S 按照 集合 的 自 售 关系 成 为 一 个 偏 序 集 , 即 ,S 有 一 
A-LlgtÓ & C,SVERGDE ÓE*EQEGTYAEPBMECARIQCLI, E. 1; C H. MAH 
= f) f tA tE. 

ER SRAT h E Sia € Ji, RP J AAR. P 
TopdEXGAGGDKEI, I3 ILC ISSUE ISC LIA A SUIT. 
容易 证 明 AGER OGS—AGERBIC ANJA C S. di T ILC A, 
Va € J.B st A XT d — AER LIE SE Zorn 3] 38 ( Jie X — A 48 7I 3 
S 的 每 一 条 链 都 有 上 界 , 则 S 有 一 个 极 大 元 素 ) 得 ,S 有 一 个 极 大 元 
素 M .于 是 M 是 玉 的 一 个 理想 , 且 TE M, 从 而 M 天 民 . 据 极 大 元 
AEL ENCH OC 3S, 从 邮 三 开 可 推出 M H.BSM X R8 
一 个 极 大 理想 ， 口 


习题 2.3 


1 证明 本 节 命 题 2: 域 上 上- -元 多 项 式 环 FLx] 的 每 一 个 理想 邦 
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十 证 理 想 , 上 其 中 非 10) 的 主 是 想 可 以 由 首 项 系数 为 1 0) Sea tk. 
2. i& R EA Égo Ha, R d R A iTO 
H R, E R GARR 835 brc. E P ER 的 一 个 素 埋 查 , 证 明 PR, 
是 R, 的 一 个 素 理 想 . 
* 3, 求 SpecZ/(30). 
4. 设 下 是 一 个 域 ,证 有 明 ; 如 果 p(x) d Flr] 的 不 可 的 多 项 式 ， 
W F r ipla D 是 oc DIE. 
S5. R F E CRER IME a A6 Fe] WA E, 
F[.e])/GGr A EELK FAT. 
6. 构造 含 4 TLA ER ER ih EMI AR ARE a A 
E. 
7. HES 9 TAWAR. 
8. HEA 8 AR AIA BRER. 
=9. B R 2Z,uEjOGD E RA ARKAE, BÆ R4) 不 是 
域 . 
x 10. 设 民 是 有 单位 下 e{ 产 0) 的 环 , 令 Ze nela € Zi. 
(1) 证 其 Ze ER BS—7 P ERLELZ/AZOm D ZEE Ze. Hift m EA - 
(2) 如 果 R 是 整 坏 , 则 R 的 特征 为 0 或 者 为 一 个 素数 . 
x 11. 设 尽 是 一 个 在 单 位 元 1 天 0) 的 交换 环 , 证 明 RR 的 所 有 率 埋 
想 的 交 等 于 R BEER radh). 
x 12. WE IEEE n = ppp) Km Pia Prs U’ f 是 两 两 不 同 的 
未 数 ,e m 0.1 moa oss REB Z/( n2 RERA 
( bi pott bn). 
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在 上 O3 ELT Aq oui ES BRE, 出 发 ,构造 wr 元 有 限 战 的 


def 
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方法 ,首先 在 PL HRA 8 IX o SW o Co EAT TE ER 
Frl Oale), ERSKAE a" TARI, EWI- T 2033 B] WE— 4 x 
7s ui, 
cat cquo tos t eau? !, 0 € F,, OZF, (1) 
Kup u — r+ Gne. EWE miu) = U. 
这 种 方法 也 适用 于 任 区 -个 域 了 
Sii F AER R, Æ R r] 中 7 2 US up 29 Sm x 
mir) = ztli 作 商 环 有 rr +1), 则 它 是 域 , 并 出 
RÜr]/(Gzx? 5 1) - ia + Bula,b € Ri. (2) 
Hh u= orc Go DCE dà 1 0,B uà -- 1.5 
c: RLrl/éKao? $ 12€ 


a + bu o*u t bi. 


容易 验证 4 是 -- 个 环 同 构 ,因此 域 R[cj/ACr + 1) I $E C Et. 
MERI, BRER PREE — 1, 但 是 在 域 RE v1/Ce^ +1) 中 ,有 
u? = 一 1, 从 而 ww = VY 一 1( 这 里 我 们 把 -1 与 ~-]+ (x € D SED. 

RL] 中 的 不 可 约 多 次 式 只 有 1 次 多 项 式 和 判别 式 小 于 0 的 2 次 
多 项 式 .不 难看 出 ,在 Rix] 中 取 任 意 一 个 2 次 不 可 约 多 磺 式 pla), 
得 到 的 域 RLx 1/Ce Ca) 部 与 复数 域 C 同 构 .于 是 我 们 转 而 考虑 从 
HERR O 出 发 ,因为 Q[x] 中 有 任意 次 数 的 不 可 约 多 项 式 , 所 以 可 
DELIA Q HIE VER -大 批 域 . 

在 QLx] HT n WA up £3 E uS mz), 便 待 到 一 个 域 
Qla 1/On C20. 为 了 看 出 它 同 构 于 什么 样 的 域 ,我们 现在 介绍 藉 电 
出 发 构造 域 的 刀 Giu. 

定 光 1 设 R 是 厂 单 位 元 1( 关 0) 的 父 换 坏 .R 基 民 的 一 个 打 
W, AR EZE ERRE uC R RER PERR ES 的 所 
Ti PRIZAR A n ER 上 生成 的 子 环 .或 及 添加 z 得 到 的 子 环 , 记 作 
R ul. 
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4E 5 WE HH 
R u]- ag t a + ceo au^ ia, € RO X SZ n.n CNE, 


(3) 
RITE Ug | uiu c cs ct au FR wu TER EB3—T 8X. 
HIIR R = Q.R = CARRE THEHR +, 令 
G,t ` Q. r] 一 -Q[z] 
fta) Slag” N au d fr). (45 
1 -ll " Ta 

TE aE o, ERO c] A Q | B Ai el x A rti 

Olr] Keras, = Q.r'. (5) 


fCao) € Kerat > f(() - 0 
—59 (GO: X TN. 
于 是 
Kers, FEE QUU | Ern VL e h— T WAT. 
ik HH QOL s J 'PEL à X n MEE POE T ARR E ET RE 
S.T o f] mug cq du E md. pig Kero, - (0) 或 Ker = 
(pid) Ehr- T ERE VARI pir) EA RRK | Bg ZR, H 
BU E: A AURAA TE 零 多 项 式 中 次 数 最 低 的 多 项 式 . 称 
pir) I& : YE Q IE] AR e ER RA (minimal polynomial. ! V ER. pla) 
" or] rüg 4s nr E xj. Mati Q e s ipt 站 大 PAR EOS) 
nx ,Q. rl ME ES MN 


pir alta, QE" oc ob apa! ga 9, € QUU x dx on, 
BI JA, pir] = () 得 UU — — ti, Tul = u o — quaQ Pc aq. EHE 
Ql L = deg | oc m on d e T |e, E Q, ÙS idni 


H F piad Aai AE Q] Pi TLR oS catet t1 07 t 
ca 4 PC M 
的 而 通过 在 Qi ] 中 先 找 一 个 不 可 药 多 项 式 CERIS 


BOLe]/Cm Cr) 83] —"T ER. VE 6 Cro 的 c EETR WE QD] 

到 QU rc] mrs ds o, VAM 3. IHE Q rj imir = 
Ql z). 这 表明 作 商 环 Q[.c 1; Gn C22) 得 到 域 的 方法 与 日 添加 1 得 到 
域 QL 7 ,的 方法 在 本 质 上 是 一 致 的 . 

EX 2 如 果 一 个 复数 + 是 Q[z] 中共 个 非 零 多 项 式 的 根 , 则 : 
称 为 一 个 慌 数 数 (algebraic number); 否则 ,: 称 为 一 个 超越 数 
( transcendenial number). 

EX 3 如 条 一 个 复数 a 是 某 个 首 项 3 系数 为 1 的 整 系数 多 项 式 
DE, a FO — T ASSUEE (algebraic integer). 

从 前 而 的 分 析 知 道 , 如 时 是 一 个 代数 数 , 则 行 在 一 个 以 + 为 根 
的 次 数 最 低 的 首 项 系数 为 1 的 多项式 BC CE- EE Ql] 中 的 不 
B £g dist ER OL e 1/ Co Gr) 8 QU]. FELET cR 
明 有 班 数 域 品 添 机 一 个 代数 数 上 得 到 的 子 环 Qt] 是 一 个 域 ,QLe] 称 
时 一 个 代数 数 域 (algebraic number field) ,此 时 把 Q[ 2] wid pi, QC? . 

例如 ,p(t.r) = +z+ili 是 @Qzrl 中 的 不 可 区 多 项 式 , 它 的 一 对 


t8 HEAR S o = LE ilc -1 -—D .因此 a 是 一 个 代数 数 . 
Mii olol 是 -个 代数 数 域 . 


我 们 知道 ,复数 域 中 ,对 于 给 定 的 正 整数 n ,所 有 n 次 单位 根 组 
成 的 集合 对 于 乘法 成 为 一 个 循环 群 UL . 这 个 循环 群 的 一 个 生成 元 称 


2x 
为 -CEF s XR GER Cprimitive nth root of unity) .例如 £, = e" 
足 - :个 本 原 z 次 单位 根 .@Q 添 如 一 个 本 原 nn 次 单位 根 & 得 到 的 域 
Q[£,] 称 为 第 ”个 分 圆 域 {eycletomic field) ,也 记 成 QCE,). 

例如 ,w HHI 足 3 次 单位 根 .于 是 QLw]( 或 写成 Q(w)) 
是 第 3 个 分 辣 域 . 

aR Fei M ^] AJH UA EH e CI e n Pr HE DUET PD 
JS 107 0) 的 交换 环 上 ,大 小 的 环 构造 出 一 批 太 的 环 .以 下 部 假设 R 
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AC m C6 0) 的 交换 环 . 

HW R LAS TTRM R SS ATIR LEE 
JARJA LEK Lo CEMRE AE AEREE T c 
于 数 域 K E- JCEM ARDEI SA mie mxBys EIET 
MOS Er 1996 EH RO) 58 2 00.38 R EITE — mE kH eX HE 
TWE R oj Æ RLE]MPEENHE MEAR aA REKE - 
山 多 项 式 坏 K a] PamikSRB X —H,.AÀm R r 成 为 有 单 
fioc 1C 0) 的 交换 环 , 称 它 为 环 R 上 的 一 元 多 项 式 环 . 

设 R 是 RR 的 APH, H R 是 交换 坏 . 任 意 取 定 :ER, 今 

a,:R[.0] —- Rie} 


def 


"I 时 
A U 
iri = ` "M e > a 


fir). (6) 
Tr aub o, EIR e] SE] RLe] 的 一 个 满 问 态 , 并 是 
oA al =a, Yat Ri; (7) 
从 而 
R[.c]/Kere, = RF], (8) 
TRECE Kere (| R = 310: ,并 
Kerg, = fir) € Rir] 1 Fir) VA e H— eI. 


WH Kera, (0), WA — AIEEE Or) Bp IC. 
EIER: YER -是 超越 的 (transcendental over RA PR ER 009] 
超越 元 . 

如 果 Ker c, 7- (0) WE R e] 中 存在 Fe) 75 0.1863 (CD) 

0 .此 时 称 ， TER. 上 是 代数 的 (algebraic over R) ,或 者 称 c 是 R LER 
M. 

TZ, R r] HNR =s 0 WA RI x] 到 
Rir] BURNA r, H Kerx = Ar ER PARA R 为 a 
— *u 3 ELI HO) R 9 40: BUE zx [R EPI MAI r RAE R TI 
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RLzrjz 的 单 同 态 . 于 是 可 以 把 Re ]/ ARER BI— T Tha 
5 a + Im. u = + 了 工 则 
Rlx]/I- lag * aqu * o7 + a,u^|la, € ROS zz nn EN.. 
(9) 

WI Ral = Rlu]. BERIA R 出 发 构造 出 了 环 RLxj/AT. 

HER R = 4, € Za r] PREMA fr) 

flr) attr? 9x43. 
把 yir) i R E O 0,1 01.2: 0,3 0D, f E20 
Z r| 中 的 -个 和 多项式 f(r) - xz*+ LEBRA D, r) Æ ZI 
中 的 不 可 约 多 项 式 , 且 首 项 系数 为 1, 此 时 我 们 称 f(x) E ler] TE 
基本 不 可 约 的 (basic irreducible) . 作 商 环 ZZ[ rx] (CARz F u or 
(DWE Air Gar P, A 
Flu) = w *t2uj^-u43-90, 

BU a? = 2u^-c 3u + 1.4M 

Za ocrd/fCGzr))- Pag t aju + aza la, € Z,,0 m; xm 21. 
"MEM bl OP PRR ToUX AUN as + aju + acu 的 
表 法 唯一 .于 是 jz a| = 4 Zar l/r) SA RE Za 
的 所 环 

一 般 地 , 设 p 是 一 个 素数 ,r 是 - :个 正 整数 .在 环 子 : 上 的 一 元 多 
项 式 环 Zela) 中 ,一 个 首 项 系数 为 1 的 多 项 式 Cr), WRI E W 
数 模 p 以 后 得 到 的 多 项 式 f(x) 在 Z,[x| 中 不 可 约 , 则 称 Pr) 在 
Zole) 中 是 基本 不 可 约 的 . 

设 fr) 是 Zlxl 中 的 x 次 基本 不 可 约 多 项 式 ， M 商 环 
Pelr rD ERAON” 个 元 素 的 有 限 环 , 称 它 为 -个 Galois 
环 , 记 作 GR(p ,mm) ,或 GR((p)”) ,成 R oro C ERE Zw 
P i. 

Fdo Hi B5 AI Zaller) 就 是 一 个 Galois 环 , idTfE 
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GR(GA 3) E GRÈF). IE R o. 

在 Zu] H fe — Tom 次 基本 不 可 约 多 项 式 Ea) IB Ef Sb TE T : 
此 时 一 方面 Z(G) e UP. 个 开 素 的 有 限 坏 , 劳 一 方面 
PorU N ER p" AGREE B BELLE TL BL TERR 

Galois PPE 1924 E 8E Krull FELI. fE 1966 ER 1969 秆 分 别 出 
Janusz 和 Raghavendran 3t sz Hb E or HR. BM 1994 iE Hammons FA 
fr) 35 EE" The Z, — linearity of Kerdock , Preparata, Geothals, and related 
codes" XJ X LAGE Z4. E R3 SX TE T T S4 TO PIC T OE B -- I dA x LI 
Galois 环 GR CA" ) ERE dE IERI. (参看 TOR HELLESETH and P. 
VHAY KUM.AR,Codes and Sequences over Za ^ Tutorial 
Overview, A. Pott et al. teds. 3, Difference Sets, Sequences and their 
Correlation Properties, 1999,195 — 225, 2X & Zhe 一 Xian Wan $ 
{Quaternary Codes? , Word Scientific, 1997.) 

Lm AER R 出发 , 先 作 R EESW EMA R E], 然后 作 
Rr] 对 理想 WELAN R = (000 的 南环 R WT, 从 面 构造 出 
绞 大 的 环 , 这 种 方法 可 以 作 进 一 步 的 推广 . 

环 R bs JLÉIWGAERR[G,.:n.7,25,J] 3E K Lag 
RIE K [arpaan] 的 形成 过 程 一 梓 . 

EH 是 民 的 一 个 扩 环 . 且 民 EESE. uate, EROR 
TUB R Auuou, HITTER Hu us rta, VER 
上 生成 的 子 环 , ERA OR RM uuu, 得 到 的 子 环 , 记 作 
民 [aiyaa ya, 它 的 每 个 无 素 称 为 aaa 在 民 上 的 多 项 
A. 

fr 5 ut Wi: 

R umapa, | = Ris dosi]: ul. C10) 

MFR r] R al A - rie o ERI Lenin] 
B) RD rust, 的 :个 满 回 态 gib aae)! cm C Qn 1. 


0 ma 环 


Hasta tp ,使 得 
g(x,)—u.luiuni; la) = Ya E R: (11) 
从 而 
RUro st, Kery Z Run us]. (12) 
H Kery f] R = (05. 

如 果 Kerg = (D, 则 称 ui.ucsc.u, ER 上 是 代数 无 关 的 
{algebraically independent). 

nA Kery% (0), WAE R EWER r WEW e,t, 
11 使 得 fi, ,-… 0 — 0 ERTER Ho ER LERA 
TH * RJ Calgebraically dependent}. 

及 之 ,给 了 Ro xa.m..c.2,) AARE D.]10 P] R — C02. DU 
R riera tos, 到 商 坏 R rp aea A A ARRE n, E 
Kera = LAPIN R = (0), AE g |R ÆR JR zira, ,24,1]/1 
的 一 个 单 同 态 . Mm Rir pta V NTARE R 的 一 个 扩 环 . 
dou, = a, t La = 1,2,"7,n,W| RI rnr I 的 每 一 个 元 
RE upupo tou, ÆR ERSTA. 从 而 RI .:.s.m,19/1 = 
Riu,j.us.i.u,]. 

我 们 在 前 而 通过 作 RU] 的 商 坏 RI] 构造 出 一 批 环 ,为 此 
我 们 需要 了 解 RI .rj] 的 一 些 性 硕 ; 设 R 是 有 单位 元 165 0) f i 
H, 

(1) 次 数 会 式 : 

deg( f(x) + gor) sz max(degf(.r) ,degg(r 2); (13) 
deg( /(r)glr)) x; degf Gr) + deggir), (14) 
BS f(a):X gtx) WAHAR TEFA PMD SX BEER E. 

(2) 如 果 gir) 的 首 项 系数 是 可 道 元 , 则 带 余 除 法 成 六 . 

(3) 整除 的 概念 , 因 式 . 倍 式 的 概念 都 有 

(4) 余数 定理 成 立 . 


CHER 2.4 151 


(50 ÆR al He alir) SHE a Æi r) dE RB. 

A4 R ER, U Rir] E E, R erastea aen] E E 
B. 

如 果 R 是 整 环 , 则 R T pE CIO) IX E GUTER 中 至 
i nu PRERE ERTH). 


2] 2.4 


L. 证 明 ; 对 十 任意 杏 数 jr ,# ,复数 m i EE E R, Pua Rh 
形式 的 代数 整数 为 高 斯 整数 . 
2. WEB] 2: = 42 + #3 是 一 个 代数 数 , 求 1 的 极 小 多 项 式 . 
3. ir Afers 3-r-1B—TEIR.TEIE OQ] F, 
GKCS 13: - O28 2: 6) RICO — 1 2) 1. 
4. Ellr] HR FO — x): 2x2 rct3,.,fK€ 2 EE lr] P 
的 基本 不 是 约 多 项 式 , dg Za rci AE Galois 环 
GR(A 
(19 GRP) EE XR r? 23^ xr 3 Ele] tR 
E EGULE 
(2) u a OUT R u ECR) HAARE, GR) 
qi Bd. TA oe K E REIER RED 中 的 阶 . 
+3 € o: Alr! — Zie] 
gla) gin. 
JE gleo 是 把 g(r) BUABGRO DUR 1853189 75, ] HIE, E 
明 o E— T- S I] JE H o ESSE E a a I/CKÉGO 825i e 1/CHFCGe) 
的 -个 满 问 念 : 
gr € CfGz)) — *gC)  CFCO iA o. 
* (4) Ba glu). 3X a TEE IR BE s a V CFCH) 的 乘法 群 中 的 


B 
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*(5) 全 7 一 OUitaa eu" li, Hn du 的 阶 ( 在 第 (2) 
小 题 中 已 求 出 ) .证明 :对 于 .中 什 意 两 个 元 素 vivo ,如果 olv = 
alra), bu, = vs. 

* (60) XE ora. yira yo € ^, UEBÀ: 

ry +t 2a cog. b 2y. —— n, = ra IL oy; = w. 

* (7) WEP: GRIP) = irt2ypc,v € 7. 1.( 注 :GR(4') 中 每 个 

JL a a HE -HARI vob 2v2r.v € C.QIX ERO 2 - adic 表示 .) 


< 人 5 分 式 域 


在 上 一 节 我 们 以 实 束 域 R 出 发 ,构造 了 与 复数 域 避 同和 构 的 域 
Rir] c DM B e Q9 Hu DEVE T AEE S G QUO ,其 
Hp: ERU I EE B e QUE EE ,是 从 整数 环 出 发 构造 的 ,了 人 刘 马 


有 一 个 单 的 坏 同 态 om m ,并且 每 一 个 有 理 数 可 以 表示 成 
olayatpy '!, Bl ab MJE, HEPR a.b E Z.H 6 -- 0.05 9 E F E 


一 个 域 , 任 取 IC iG) € FLe] ML g(r) v 0)8 £95 是 一 个 分 


虑 .所 有 分 式 组 成 的 集合 对 十 熟知 的 分 式 的 加 法 和 有 氏 法 成 为 一 个 域 ， 
称 它 为 域 F 1- :元 有 理 范 数 域 {rational function field), i! TE FC». 
显然 ,从 ELO 到 (zy 和 有 一 个 单 的 环 同 态 :7(z ) A6 ERA 
一 个 谷 式 都 可 以 表示 成 rfFcrggtzi R f(xDgixD 的 形 
GEB irgi C Fir]. Agir) 0 从 这 两 个 例子 我 们 引出 
FERS: 

ENG HRES TER, — Thk FAR 的 分 式 域 (field of 
fractions). W È R il F 4 — 4 B 89 S [8] zo Et FopRET one UI 
[ÀJ de AM, rr) UBL aA! REA, HYT a6 c RIO E NE 


们 常常 把 uo 写成 p 


fo O- AR AAi dpi YT AE E S, F EI UT 
x&v] AGR. 
设 R E t, G 


T=- RxR' iCa.b)ilao C R,b C R., C13 
在 集合 工 中 规定 一 个 二 元 关系 - Wu 
det 

Ca.b) — (cud) Sud = hec. (2) 


TEERWEB] 一 是 -个 等 价 关 系 . 把 (ua L0) 确定 的 等 价 类 记 作 方 一 ,于 是 


— &—cad - bi., (3) 
h j 
H FERRAT 一 ,在 上 中 规定 
H c l ad 1 bc 
L ' d bd (4) 
x E debo ec 
i "i m hdc (5) 


la uE BH CAD. AURI CS) aX E RE EER UOCE 


à au es € 

b hb d d 
hi] 

ab ba. cd = dv 
ure f dn 
ab dd = ba dd', cd'bió/ = dibh . 

M dij ah'dd'! * cd bb badd + debb. 
Ep bu Cad | cb) - bdla d teb). 
内 此 = T d 


" -+ at, 
" bod b d 


UE CAO 式 给 出 的 加 法 的 定义 是 合理 的 . 

类 似 地 可 证 45) 式 给 出 的 乘法 的 定 交 是 台 再 的 . 

容易 验证 , 川 法 .乘法 都 适合 交换 律 . 结 人 台 律 IHE ARAA F 
Iu i i63 5 Bo f. 

IA 


0 € n Qc + bc E bc 


Ü 
万 d bd hd d 
vi S ROGEGUE Wie o. 
容易 验证 ,名 ipo ei. 
因为 


E. 
VM 
RA 
E. 


所 以 二 ge e fc ood ie e 1 


s z o.BI se , 则 a 天 0. 从 而 存在 过 3tH 


a b ab, 
b a ba —— 
L 
" a - b 
Rub ganS) =. 
综 上 所 述 得 ,下 是 一 个 城 . 令 
ciR— +F 


ü 
dm” ^. 


容易 验证 ,so 中 了 环 尺 到 下 的 一 个 单间 态 . 因 此 Pup ÉEmE&RIS—TSg 
PBOnpPAdE s 与 ata) 等 同 .于 是 


H 8.1. 4, 6 | [ ))))! = ab l. 
S= =] | k ) galadlolhb)i " 
xx EU] FORO -TAHAXE. 
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定理 1 ERE ARR, R EX EE LE B (ip TU ux 
F,R 的 分 式 域 是 唯一 的 . 
证 明 存在 性 医 证 . 下面 证 唯一 :性 . 
i FAF 都 是 R 的 分 式 域 , 则 存在 RR 到 下 的 AARSE, F 
E RAFA -Ares . 令 
p: F- — F 
alajolb) ! — >a laje (bp). (7) 


alajo bi! FUSPIESM, 

e—»os5(a)a(y)? = et.)o(5) 

> gl uy) = ol rh} 

« 2aüy — rb 

>g (ay) 一 ag (ab) 

€ >g (uo (5) = or) tv), 
因此 o REGE 的 -个 映射 ,并 上 且 是 单 射 . 

ERF 的 -个 元 素 o (a)o (5) 1, 其 中 a € R,5ER', 则 

ztajotb) ' € F. 并 甘 据 的 定义 得 ,glela)a(b) ] = 
a Ca)a (DYT AE y ENN. 


F D tLHOSVE o TIIA E EE SE LIN EG y EF E 的 -个 
Bj M FSE F. 口 
< 习题 2.5 


x]. i R X du coe 108 0) 的 安 换 环 , 民 的 一 个 非 空子 集 
S 称 为 乘 性 子 集 (mulriplicative subset), SR: S A TE 9 345 13] CHILE s 
s, € S. Mf s € SIHILE s. 
^ j= iu € R| Es € Sa = 0'. 
CO uL] f AR AO ARA, 


(2) !*Emoc S, r- RBMISÉOC SUIS: AWR S 
HA RBE. p- (00. 
*2. W RAR 部 是 有 单位 元 的 交 挽 环 , 且 1 六 0,1 A0 ASE 
R 的 一 个 业 性 子 集 ,! JR 1 EL PUE XR R BLA. SUL eR R SI 
R 的 一 个 同 态 ,使 得 对 任意 ES 部 有 at 在 民 A A ; Kero -: 
GIE R B5 EX UE = ofajats) l AEP a € R.. 
C SW R' RAR XTGETEGT HES 的 分 式 环 (Ting of fractions). 
证 明 :如果 由 ES, 则 存在 民 关 于 乘 性 子 集 S 的 分 式 环 .{ 注 ; 当 
HK AE, WRR S= R, S 'R 就 是 R 的 分 式 城 .) 
x3. 1 p E zt—4TXAKAX,SSS-Z-p.dgEBHISiIÉLBI—T 
EHETE: = (0; PA a 在 S ZoOuittMPHDUP aS; 
STZ KALLA GIR 


2 


x 一 P, 
5 
Apr, EZ, irs, p) = be € Nic 可 道 当 且 仅 当 + = 0. 


86 ”唯一 因子 分 解 整 环 , 主 理想 整 环 , 欧 几 里 得 整 玉 


我 们 已 经 知道 ,整数 环 莹 的 结构 :每 一 个 正 整数 可 以 唯 -- 地 分 解 
成 有 跟 多 和 个 素数 的 乘积 (除了 素数 的 排列 次 序 外 ); 域 上 上 一 元 多 项 
式 环 下 [r] 的 结构 :每 一 个 次 数 太 于 0 的 多 项 式 可 以 分 解 成 有 限 多 个 
末 可 级 多 项 式 的 乘积 ,而 目 在 相伴 的 意义 下 这 种 分 解 方式 是 唯一 的 ， 
AEG ZIR E 上 的 一 抑 多 项 式 环 F[z] 部 是 整 环 .自然 会 问 :对 于 
任意 一 个 整 环 民 ,有 没有 类 似 于 ZZ 和 Fi.r] 这 样 的 结构 ?本 节 就 来 探 
计 这 一 问题 . 本 节 的 环 OR 都 是 整 环 ,不 骨 每 次 声明 . 

IO 是 一 个 整 环 .任意 取 定 4,5 C R WRITE cE R HIF a 
- pe, WEK h $a, 4E bla. lE ER 6 Ea 的 因子 (factor 或 
divisor),a Æ b 的 售 数 tmultiple). 
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bla HILH) 2 Ca). 

EEDEGeAS HORE He D TE fS ETE, B EIA ETE. 

« AER IR CRISI E DEEURUM il MAC) - R 

有 的 单位 nz 是 尺 中 每 一 个 元 未 « WAT, 之 是 国 为 4 
u(u lu). 

a" ble, H ^las. M p| irja t riui. Yrpr € R. 

üt alb FLó a. MER o *3 o 相伴 (associates). 记 件 a -~ D. 

ESKA. 

a ~ b SHa) = (5 

a ~ b BÍ EDPRR -— 使 得 a = bu HHI Pix a- b. 
MTE uso € RPE b: av,a = bu. Bu 0, Mj b = 0, mie 
iB. «ac OHE ERRATI a = aoa. HUKE 4.8 0b vu. 
因此 e ER dd pr MuR R u Ea o- ba. RA 
a c b. 

WE a b.c d, Wo ac ~- ód(H E. tien ur BUE dig 
i£). 

mE b a, {Hik a fe Pi 5 a 的 因子 ,但 到 不 是 a 的 相伴 元 小 ， 
IEE b Ro b- TA EIE Cproper factor) .不 难看 出 , 芒 u 荐 单位 , 则 
u 没有 真 因 了 于 . 

Rp, (£— Hfz, AR a 的 任 -- 四 人 元 都 称 为 a 的 平凡 因子 
trivial factors). a [E] HZ INL TF C An F 述 有 的 话 ) 称 为 a WHEY BLA 
F. 

yI Hac RKR, WRa #0, n PREAM, JPH a HAYHA 

- MEK a ERA £JBGrreducible) ;三 则 , 称 & 是 可 约 的 (reducible) 

不 可 约 元 的 相伴 元 也 是 不 可 约 开 (可 直接 验证 让 

定 多 2 dioC Raa +0, Ra f EHE WRM a lae nf EAE 
H alb Raie MWM a 是 一 个 素 元 {prime element). 

命题 1 Em Rp. NAT EE D. 


15 P m M 


证 明 ita KR 的 -个 厌 元 . 任 取 a 的 一 个 因子 5., 则 存在 cc 万 
R (Eff a = b. FE albe. AM alb Kale. W alh, M e — 5. tp 
V ale ME d E R, {E e = ad. MD a = be = bad. KAT a 7 
0, 因 此 1 = bd. TE b 为 单位 .综合 上 述 得 ,4 是 一 个 不 可 约 元 . 5; 

命题 1 的 道 命 呈 不成立 .上 即 整 环 R 中 不 可 约 元 不 一 定 是 素 元 .我 
们 在 本 节 习 题 第 1 题 给 出 例子 . 

命题 2 EI R 中 ,a 为 素 元 当日 仅 当 (a) 为 非 零 素 理 想 . 

证 有 明 a HKJ 

«—» a 7 0,a 不 是 单位 且 从 alpc AH alo sx ale 

€— (a) 55 (00,Ca) 7 R ELA bc € (a) TEHE 6 € Ca) 
5S) cC (a) 

e(a) AME SEE C] 

从 命题 2 可 得 出 ,在 整 环 R HBQUDIEZESE a 生成 的 理想 (a) E 
FEREARE, M 2 为 素 元 ,再 据 命 题 1 得 ,a AASP. 

设 a,bE R, WRA cE R, cja Belb, WIE cda 与 5 的 
ARF (common divisor). a 58 BF — ZA BUT d 称 为 最 大 公 因 于 
(greatest common divisor) , 如果 从 c [a , e lb HHH cld. 

如 果 dido Ea 与 总 的 最 大 公 央 子 , 则 其 定义 立即 得 出 ,2 一 
d 1 .我们 用 (a ,5) 表示 < 与 2 的 任何 一 个 确定 的 最 大 会 因子 . 

在 整 环 R 中 ,不 一 定 每 一 对 元 素 都 有 最 大 全 因子 .可 以 参看 本 
节 习 题 第 1 8. 

引 理 ERI R 中, 如果 每 一 对 元 素 都 有 最 大 会 因子 , 则 对 仁 
E a.b.c € RyBtca.cb) — cta,b). 

证 明 ”如 果 c =0, 则 显然 有 (ea c5) 一 c(a 50. WRla b) = 
0, WM Dia 二 01 推出 a = 0 H b= 0. Amica, eb) 一 cla, b). 
FHER c: =0 Rla,b) #0. d = (a,b) e = (ca, cb). HF d.a 
Ho d'h, WE cd lea Eb ed Ich, JT ed 1 Cea cb ) , EU ed le. T EE E 
€ R [Ei e = cdu. 我 们 来 证 明 2 是 单位 .由 于 el]eca ;因此 存在 wt 
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RETI ca er, MID cee = cduv.sdH4z 0.43 a — duu. d] 5 - 
duc AE duite, d), Bl de d. MAAE u € R. d = dua. 
HF A E0 GR 4 L usb s D MA e cd. 1] 

ELI EHRE PIADA II: 

(19 R d'&&— T- IESE ELE RA ECE a TEL Sr EER TI E E TA 
盯 约 元 的 积 :a — pibprycpa 

(2) KRS AE EHTE S A FEE mg. E an a 有 两 个 这 样 
ft Tr REA: 

a PaPa Po u — qaQgoUtg 
则 ，= o HEH g, 88 EEUE Ch C An f f8 
ban. Elż” 
IARU R 旺 -- 个 上 唯一 国 子 分 解 整 环 (oniquc factorization domain) . 
ny pr TAS ER Gaussian domain). 

从 本 节 习 题 第 1 REPIERE IB LP dE BR TREE AE IEEE LT ah ie 
AR, FRIERE ROB ch CH AREA EE A a ia 
AREA. 

定理 3 UE R RERE— DAL irin RE YR , 则 

(DO R Eja opu ASA m AAAF: 

GD R 898i - TS af TODA AE XU; 

(i1) EIE EE 28 fF (divisor chain condition) p x. BA REFS ai ， 
和 i fi T a, Ea, ] 的 直 因 子 , 则 这 个 序列 是 有 PR FF F). 

证 了 明 (GER a, bE R, a 0a (0,0). a ÆR. 
Mla = a.b). FIR a.b METER EAI Ef AA R EE AF 
分 解 整 环 , Pr DILE S A AB PERO S ET EI U pipro po 以 及 单位 
ua u, TEIG 

a = up, m 


b ep p 


160 5B. 9 JA 


其 中 至 少 有 一 个 a 20.8 20.5 
J= py nón pme an, minie ti 
Wj dia Hdib. 
如 时 cda Eo AAAF, , 则 


_ r Y Y, P. -7 ， 1 2^ a‘ - 
ecc up, psp. Y, minie h, lou d uus. 


因此 -la. 这 就 十 明了 = (a.b). 

Gi) Eb p ER BRR EIT. iE plbe. Hh p FUBOFULBOING LN 
CCo 6) — pR Cp. 6) 是 单位 .如果 (六 ,5) — p. WW p 5. Sn Cp, 
5) EH, Mi 

(ep,cb) — cip.b) ~ c. 
HF plec E plep, RE elCcp. cb), Muti pC RELIER, p JÉ— 
T A. 

Gi) 如 果 o, 是 单位 . 则 ai 没有 真 央 子 , 从 而 序列 中 只 有 一 项 
a .显然 0 的 真 因 子 是 非 零 所 ,因此 下 面 不 站 设 ai 夭 0 是 a, 非 单 你. 
从 而 存在 有 限 多 个 两 两 不 相伴 的 不 可 芍 元 pii posi Po TETI 

a, 7 pypjcpy. ae 0. dms. 


uri 


a 的 全 一 因子 形 如 vp, b f, a 
P RIEF Oma maet m, 2 的 两 种 不 同 的 取 法 ,所 得 到 的 a1 的 两 
个 因子 是 不 相伴 的 (因为 它们 至 少 相差 一 个 不 可 约 元 ). 因 此 ai 的 两 
两 不 相 尾 的 因子 只 有 有 限 多 个 .从 而 序 刚 etyezyasi,… EA RIPI 
(网 为 每 一 个 a, Wa 的 真 因子 ,所 以 序列 中 任意 两 项 都 古 e, 的 
ARTE RS ER T.) | 

定理 4 EIR RURE TIATA IE: 

(i) ATERI, 

GD BS -- T dup £go XUL, 
则 m EHE [NT PRESE TD. 


0 m, Ga, Ligar E 
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WEA — iX a LR PARE HAER R eR MR a 不 林 约 ， 
M a a. FIRIR a iM o AEAT Ea d -个 真 因 于 是 涉 
NFTA. B a E a AART. E a, AET M a EA ERAR A. 
£u. WAM a GA Paul; as PE, WI EH as Akany- 
个 和 让 因子 .从 而 ca; REPRE SEdEI 3T a. OIN os A BVE a. SEC 
dT A IFEF S 
GU a. aC (1) 
JE: & T on 3X Te B E — T BALD. dB ^ ROM RAD PERS TEL JL 
CO 是 有 限 序 列 . 设 它 的 最 后 一 项 为 Ma, 3E 13 25 9 En, 
E aH fA, icf E p, ,于 是 aa = pici AMEC E a HRAT. 
E c, TRH. a ARE T RDA p 和 ci WRH. A c 可 约 ， 
显然 “| ERE BL AE L2, rh BH TL PET IRR Le. 有 真 因子 p; 不 本 约 ， 
Fh c, pei ,从 而 E oc, WAA T. gp P x LS SURE 
a, Cato, 77 (2) 
共 中 每 一 个 元 素 是 前 面 一 个 的 真 册 上 ,由 因子 链条 件 , 序 列 (2) 有 
限 . 设 序列 (2) 终止 十 ca TÆ ci 78129. dB eua 为 p. LU 


a = piĉ = pa pa€o 二 CT 六 
F 面 来 证 唯一 性 , 设 4 有 两 种 这 性 的 分 解 : 
a — pip pe. € — qid277 ge- (3) 


对 第 -种 分 解 式 中 的 不 可 约 元 的 个 数 人 和 作 数学 归纳 法 . 
s = lifa -= pi = gi192 一 :假如 + 1. 
pi = gi(gq2'" de). 
里 为 pi 不 可 约 , 所 以 gi 是 记 P| 的 平凡 因子 ,由 于 q^ EB a. PAE o, 
~ po TÆ g = piu di a 为 单位 .从 而 
P1 pistas) 
由 此 推出 ,1 ularo) AT gs de DLP AE: 1. Fn 


ETSI 
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假设 分 解 式 中 不 可 约 元 的 个 数 为 ; -1 时 唯一 性 成 立 ,来 看 不 可 
约 元 的 个 数 为 ， 的 情形 . 

由 于 pi 不 可 约 , 根据 已 知 条 件 (ii) 得 ,pi NETE. 于 是 从 
Pilaiaa aq, PIEH p, 整除 其 个 2 通过 改写 的 下 标 订 设 pj| ci 
由 于 gi 不 可 约 , 因 此 pi 一 quo TUE pi = quo P o 是 单位 .从 而 

qijUPsUt P. — gigal ge. 
两 边 消去 g ,得 (wp2)… = 92… 9 由 归纳 假 设 得 ,s -lsr-l, 
Hl s = (JP HE CSS g, BS PER RIVA opo — gis P3 一 gasto — 
q, , ADA 

B~ qa, P —]0.2.,-0,5. 

极 据 数学 归纳 法 原理 , 唯 :性 得 让 . 

£k [上 -所 述 得 ,R AME -因子 分 解 整 环 . E 

推论 5 Sp RO 如 果 满 足下 烈 两 个 条 件 : 

(1) 因 于 链条 件 ; 

(ii} 每 一 对 元 素 都 有 最 大 会 因 于 ， 

则 开 为 唯一 因子 分 解 整 环 . 

证 明 ”从 定理 3 的 fii) 的 证 明 过 程 知 道 , 如 果 R 中 每 :一 对 元 素 
邦 有 最 大 全 因子 , 则 尽 中 每 一 个 不 可 约 邱 都 是 素 元 .从 而 由 和 定理 4 立 
HI f$ uH. R 为 瞧 一 内 子 分 解 整 环 . E 

我 们 知道 ,整数 环 世 和 域 下 上 一 元 多 项 成 环 下 [Lx] 时 每 : -个 理 
Bie ERM. 

EM 4 -个 整 环 R 称 为 主 理想 整 环 (prineipal ideal domain). 
如 果 ER 的 每 个 理想 都 是 主 理想 . 

ZA Fir) 部 是 主 理想 整 环 ,它们 也 都 是 叭 一 因子 分 解 整 环 . 那 
么 主 理想 整 环 与 唯一 因子 分 解 整 环 之 出 有 什么 关系 ? 

我 们 已 经 知道 ,在 整 环 R 中 ,如 朵 (au) BIERKE, N] a 是 
不 可 弘 抱 .反之 不 然 . 例 如 ,在 Z[zrl 中 ,容易 看 出 ,r 是 不 可 约 多 天 
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KEA E OS 3 FEILE uH Cr T ERRARE. B EES EN E 
EH R P, A EER AHR ERER. 

定理 6 H ON XEFE E, N) 

G) 不 可 欧元 生成 的 理想 ip) 一 定 是 极 太 理想; 

GD R 为 唯一 骨 了 于 分 和解 整 环 ， 

证 明 (D 说 户 为 不 可 约 元 . 则 p70 H p ERI TE) 77 
UO ILCOD 7 R. VE R DHH 1 — C2. IUS R EHH E EO LEA 
I. (a). Mla) Cp) 181b a p. UF p FUBAOEJLIBITLPHEES 一 
p X a ERM WUR a - p. Ca) = Cp). NUR a 是 单位 , 则 ta)- 
R Atip) Æ R 的 概 太 理想 . 

GD dC E pp 为 不 可 欧元 , 则 (p) EFREM, MA C p? 
PEFR Ait p EKI. 

尽 中 任 聚 一个 序列 aasyai ,其 中 每 个 ii 是 po HKA TF. 
Pfa) = (a1). AIR 

(a1) * (a5) S Cay) 

全 了 = VICE 容易 验证 I ER H ERA. np T R 是 主 理想 坏 . 国 
IE- DL RAF d € U Ca, ) BK d TET). Mia ld. TÆ 


(a 2 (Cd). Aa E D AEC, Cd) = I. RESI a, iur. 
dao" TES Eon E DE a, Vu Ca, 1) x (a) = L Ñ JB. AHE 
序列 终止 于 a, BD dE ERU SU AM R US EDIT SERRTE. 

综 上 所 述 得 , 民 是 唯一 因 于 分 解 整 环 . 口 

我 们 知道 ,整数 环 Z 和 域 下 上 的 -无 多 项 式 环 Fix1 部 有 党 从 
除法 .由 此 受到 启发 ,我 们 引出 上 上述 概 心 : 

定义 5 设 只 为 一 个 整 坏 . 如 果 存 在 R” 到 自然 数 集 N 的 一 个 
喘 射 8, 使 得 对 仔 意 a.5E RIL 0,884] h.c ERRE 

a Br << lh). 

Wi EK R k- -个 欧 岂 里 得 整 环 {Fuclidean domain). 


io BE 环 


定理 7 KJLI Roe E[USD LE ERA MEER. 

证 明 — E R ERRULE. GLE R 的 一 个 理想 T 且 设 了 六 
(00.& 1 Bg— T HE^E 76 5, fii 3 

8Cb) x; 86r), Va € IN ii. 
WRO S T. FER Ea € LHF R ER JLE fS EA LIGERA. 
+ € R.E 
a hb r,r-—U05Xr 7" 0H Slr) « lh). 

例如 广 关 0, 则 r= a — ho € LRS 6 RETA LER C e — 0,4 
Mj a = hb € (b). RIE 1 — (5). O 

整数 环卫 是 唯一 因子 分 解 整 环 , 即 ZADAM E AA 上 的 
一 元 多 项 式 环 Zr] 是 不 是 商 斯 整 环 呢 ? 我 们 来 探讨 这 一 问题 . 

f£XX (Cx) € ZI], E f(x) 7 0.3x fr) 8045 28. LSU 
AFAd, A f(x) cr 其 中 方 (zr) 的 各 项 系数 的 最 大 公 因 子 
为 上 1, 此 时 称 六 (rz) 是 一 个 本 原 多 项 式 (primitive polynomial). 

我 们 在 高 等 代数 课程 中 证 明了 下 到 结论 的 (1) 一 (4 六 可 参看 下 
维 声 蝙 著 高 等 代数 {第 二 版 ) FEES SEIEN gae 2003 年 出 版 ) 
第 七 章 $8 的 引 理 ], 引 理 2, 定 理 1 ,定理 3): 

(1) S ^R SERA glr) 5 hlr) Æ Olr] FAFARA Š 
gir} =t hlr). 

(2) 高 斯 引 理 .两 个 本 原 多 项 式 的 来 积 还 是 本 原 多 项 式 . 

(3) 次 数 大 于 0 的 本 原 多 项 式 g(z) 在 但 上 可 约 当 且 仅 当 glr) 
可 以 分 解 成 两 个 次 数 都 比 g(r) 的 次 烧 低 的 本 原 多 项 式 的 乘积 . 

(4) 每 一 个 次 数 大 于 0 的 本 原 多 项 式 g(x) 可 以 唯一 地 分 解 成 
Q Loop Hp 85 8 $3 3,85 Xd 

(5) —Aok A X P 08) ER SAA gr) 4E Q ERST 38 Ed 
当 它 在 名 上 不 可 约 ( 充 分 性 由 上 述 结 论 (3)] 立即 得 出 ;必要 性 用 反 证 
法 容易 得 出 .) 

(6) 从 上 述 最 后 两 个 结论 立即 得 出 ,每 一 个 次 数 大 于 0 的 本 上 不 
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SA gf) 可 以 唯一 MERE AER. 

IEER CAT € Z| a 5 8 deg/CGr) 22 0,9] ffr) dfi 2, 
EOP dd X opor) $5 5o  RRERAN Ad fiir) ox US $ o 
4E ExkfEGRE rie) T LE — Medo REM Z Loop eA eA 
8 Xx. de do - p.95] a p yAvÉ — h a AE i oE d a) RA. ED gn 
[C C) 可 以 唯一 地 分 解 上 成 e] cb —GECGRC 5L ER ik ES] OY 
A e| ERAF SPEIB FRE Or: 2D RdEÉGN. 

上 述 证 明 Z[.r] X 33 4p Egan nik Go] HOT GESDT SE: 

定理 8 SHERR Od A RGAGLERRIG dX md gx. 

HEBA Rl reer, = R[xillb ele s] BAT 
出 : 

推论 9 BRER Een AIDAR, earner, BÆ 
B RIER. 

iaje 9 f, Alro toa ERA H P n AEE 

3 RAM BEEGH Y Pp mod KoTospEGE AA Jı) EQ r 
中 和 不可 续 的 一 种 方法 :FEisenslein 判别 法 .类 伺 地 可 证 明 ! 

定理 10{Riseostein 判别 法 ) 设 下 为 一 个 高 斯 整 环 只 的 分 式 
域 . iA 

Fe 

de 民有 一 个 不 可 欧元 疡 满足 : 

(19 plani 0,1, 77.2 — l: 

(2) p y a, , H. p^ I eo» 
JU] FC» 在 Flix 中 未 可 的 . 

在 本 章 SI 我 们 讲 了 域 正 上 的 中 元 多 项 式 环 FEL ags taa t En. 
P RAR panto i AARE E RAA F 89 — AA 
H RILE VG Ao) 
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ik Co FU 4] — ^O ILLI] RUE S E 0, COMEDOR $ RA 
组 成 的 集会; u 
L= iflastan Ep l ECE’) = 0, 
VCci.co,77.0,) € C5 
虽然 了 是 FIriyr yz 的 一 个 理想 .因此 研究 FU 85 4X AE k 
为 研究 Flagra osr 的 理想 .自然 要 问 : XCR UE pod meu 
项 式 生 威 的 ? 
定理 11 RÆ- SARK, I R AE A RE 
AAN R ARAH E SE fF (ascending chain condition. for 
ideals). Ff R 的 每 一 条 理想 并 链 
I, £z h = h 二 Ut 
WAR. EAH, GE AEN pm, 使 得 
Loo Lago dy = 
WEB] ”必要 性 .假设 民 GU OE ORRGEGI BER FAE- AAR 
at m3] 
lll mv (4) 
TLR, SIUL ZR dB IER $9 43 28. dg Code fe E LEUR I 
是 由 jaivaz，,… ,asl 生成 的 . 则 al C DL SEX n.a) € TL, SA 


noua, € LEA GUT IOUL R4 LOL. RI 
-U .这 表明 序列 (4) 到 了 终止 ,矛盾 .因此 RR 满足 理想 升 链条 
1! 1 ' n 


件 
充分 性 . 设 民 满足 理想 升 链条 件 .假如 民有 一 个 理想 | 是 无 限 生 
成 的 , 则 能 找到 上 中 元 素 的 序列 
Ha 
使 得 


tard) = Cai 93) = (a. 2.3) ES ttt 
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这 个 理想 的 升 链 是 无 限 的 ,了 矛盾 .因此 民 的 每 一 个 理想 是 有 限 生 虑 
ir. C] 

EX6 wA TAN R ARRI i, 只 称 为 诺 特 
iR Noether ring). 

Emmy Noether(1882—1935) 是 德国 数学 家 ， 她 是 Max 
Noethert 1844 一 1921) $5 JL. M. Noether 33 4X, d£ JL fep E diy. S XE 
LIE E. Noether 如 发 展现 代理 粗 理 论 的 中 心 人 人物. 

定理 412 部 尔 伯 特 基 定理 Hilbert Basis Theorem) 如 采 R E — 
个 有 单位 元 1 天 0) 的 诺 特 环 , 则 民 上 的 一 元 多 项 式 环 民 [< 也 是 诺 
特 环 . 

证 明 — dE 4 R cl RE Ix cp PEZ EE € $ 08 X 
的 首 项 系 救 连同 0 组 或 的 全 全 ,我们 来 证 明了 是 民 s; — 4 EGESSDT 
a.b € IW AER ra € d, dE fir) = ax" a, ar 十 
-Huet üg. RUF) bat by qr! eos o baa o ba TRAE T H, 
FE a Lom. TÆ flr) zr" Ug(a) € kias b. Ma b 
- 0€ I;doX a7 b,H] a — b X fla) x" "g r) 的 首 项 系数 ,从 
iB u-—bCl.i&aCI,r C R. œ ra 7 0,9 rfr) 8&9 8 708 
为 ra € PFudeX ora - 0,8] ra= 0 C 了. 因此 了 是 RR 的 一 个 理想 . 

Ej REAM, ATAARE 4X P S (ayaa 1)， 
AP a € €HocB ROGA XA (0) 69 WA ARA] osi os. mo 
max]deg/ACr 2, deg f Cri. 

对 每 一 个 点 (人 0 GL h € om).4 IL,GE GER gOPGEÉGP T 3GECOE RO 
MGY Bou X H8 EG dE O ox p ER AUC GEE) I 5 B 
方法 ,可 证 明 LOZXOR £532 How POR 是 诺 特 环 ,因此 可 设 


i, = Cau seus e Ebo. U.b.v.m cl. 


其 中 au APSARA p, ODEA AR. ADA E 
H SNESNLMNESNCINSMLNUN ie CH. (3) 


loa B wm 环 


(5) A sS e) ABILA 4. XL PR ow CS d de w^ Se dE BG) 是 
属于 由 但 不 属于 上 RARA SAA. 

情形 1 dE degh(x) = 1 > m,i deg/(r) — L.l xD PG s 
Ak TARLA, JARE hr) 85 AE 写成 a 一 ora, Rb 


^ 


rn € R,bst isa. TR PORA Ser Cyr) EA EE Dra, 


| l 


= a, HTA ar. gd 


deg( > re Fe 一 (< (6) 
ERY nex Olr) -hOn) € 3. hlr) GEREG) X m, 


2S "EOr) hlr) € U (7) 


HPA lr) E w, Laia AEAT KA E, hr ETA. 
情形 2 设 deghkc) — 4 « m ie degg, ^ ng I, WB] XE X 4e 


道 ， 可 设 h(r) 的 首 项 系数 a = Drap 于 是 多 项 式 


Y 


Neu "gp(x) RAE D rya a, 首 项 为 ar. 从 而 
了 = 上 


"T 
deg( Sina glr) cAGO)« (Lo L9 doe io A a dra 
推出 及 (x) E VR 

i HEIR, = 3L PPM AXE FEE 9,69 438 GE TL A,R 6] 
LX E C 

由 定理 12 AA R| r ar] = Rlrilles lele] 立即 得 
到 : 

推论 13 如 果 民 是 有 单位 元 1( 关 0) 的 诺 特 环 , 则 民 上 的 jn 元 


多 项 式 环 R rgita r, BARR, n CO. . ] 
HPA FERA EGGS 83 LODS F - CL), EL OE E X GE RARI 
m 天 | rr aen E AR, Ae FL rapa r] 的 每 一 个 理 
想 都 是 有 限 生 成 的 .这 人 站 论 在 钱 烧 几何 中 起 着 重要 人 忻 用 
由 于 了 工 的 每 个 理想 都 是 主 理想 ,因此 了 是 诺 特 环 . 于 是 Xa, 
do sda | E EIR. 


习题 2.6 


LGER-ZU/-31-iacb/-S|la.b € Zi. ST acad 


^ def ; > ae 
bv. 5, HE Nla) —— aa = a^ + 5p, 3k N(a) X a 的 范 数 


( norm) . 
(1) HEB]; o Œ z[/ —5] LR DECRE IX Na) JETER 
[Lv — 5] 的 所 有 单位 ; 
(2) 证明: 如果 N(x) = 9, 则 a 是 不 可 约 元 ;说 明 3 和 2+v-3 
fp EAS a[ £370; 
(3) 证 明 :3 2--588 TEX 
(4) 证 明 Ziv- 5] AEREA £2) EESEEI; 
+ (5) 证 明 9 和 6+3v-S 没 有 最 人 会 四 了 于. 
2.2[35; REA TARER. EA: (2, 77? +1) 不 基 主 理想 ,从 
wr] 不 是 主 理想 整 环 . 
* 3. uEBE o SE OR Ziv — 上] 是 欧 儿 里 特 整 坏 . 
A. Hm 是 一 个 没有 有 平方 因子 的 整数 旦 zm 70,1. ER Q.V m] 
旺 一 个 城 , 它 的 元 素 形 好 +bvnab EQ. 
S. Hon 是 一 个 没有 平方 因子 的 吏 数 且说 0.1. 在 有 Q| yom) 
C opX FS ROT: 
Uo — 2 3X 3(mod 4) BEL tu d bwxmnia.b € Zl, 
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Y m = l(mod 4) F,R - ITE a.b c Zl. 
证 明 R E Ql Von] 的 -- 个 子 环 .今后 把 二 述 R 分 别 记 作 ZL m]. 
Z|.R PE Oly m] 的 代数 整数 环 (ring of algebraic 


integers). 
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SI 域 扩 张 , 分 裂 域 ,有 限 域 的 结构 ,正规 扩张 


EWEA $3 各 4 我们 讲 了 从 一 个 成 下 册 发 ,通过 在 三 的 
-— aL Æ HB IB Fa] PR O AEE MR mir), fem 
F Jema DORE TER Flr] Caler). RENE A A AR 
Q HALAL Q usd -个 代数 数 7, 便 得 惠 一 个 域 Q, rl. m ET 
Qll Cpi D. HB pla) Rc e YE Q T BS TR ^ S EON. xx CRIT ui EX HJ 
方法 也 适用 于 任意 一 个 下 Pod R 是 下 的 一 个 扩 环 ,用 ORO RA 
十 OBS NUT PEs FEF LÆRK MTE EF o HIES 
ARL a HW. F a J DI a RHN GAE EEA ak E 
eR HAM AE EN on Ca UBER alr E ae CF LEP 
ZAR. FEAH, mOr) — Ej F, r PRASA. pu 
E[4]/Cmt.e2* 7 Fla], WM Fa] 3&— T 3.05 Fle] BT jE 
Tzu Fa). 

LT RP PIN ERESEQIDPLACA TA Fil, i T Eb F K 
的 域 . x Fu Jat HP pz. oc SEE E SE BRI" s Te] p LE Hg RS He E H . 

ESIL WEEGURK UHDEAEORB FEKI TTHASGWERP E 
K 的 -AF i subfield) H K Æ F H-I extension field. 9X 
ASK RF Lid skificld extensin). iuf K/F. K WES F 0j 
fpr—-f BEER KZE 的 中 间 域 iintermediate field). 

容易 看 出 . 域 BUS UOCE e 通过 加 法 村 成 天 F — T EA 
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Ka 7 ineln E Zi. 
"| K 的 特征 为 0 时 ,Ko 77 Z OU Ko Dot JTA BOR Q EIH, 
将 ne n 58], 98] Q 可 看 作 K ATIR ERE QE K 的 素 域 (brime 
field). 

4 K 的 特征 为 p 时 ， 

Ka T Z,.. 
于 是 Z, 串 春 成 K 的 子 域 .此 时 称 Z, IK 的 素 域 . 

如 上 果 咸 下 到 域 K 有 一 个 单 的 环 同 仿 , 则 可 以 看 成 是 上 的 一 个 
p. 

如 果 rahpsskK^FBIUTEF ERM- EER = 得 到 :KK = 
Flad, MPE K EFE T3343 5€ simple extension). 

像 上 面 讲 的 域 F 漆 加 它 的 扩 环 RR" 里 的 - 个 代数 元 4 得 到 的 域 
Fia) 是 下 的 单 扩张 .如 果 a 是 a EF EWR ZMA m r) tE R 
中 的 男 一 个 要 (此 时 容易 看 出 ,wz(7) 也 是 a EF ERI INE NU), 
DNE: EN 

Fle ]/Gn 40) Z F' a]. 
Km Fla] du ER, F a ] iR Fla). Titti 
Fla) Fla’), 
上 于 匡 有 一 个 同 构 映射 n 满 是 wta) = a ,以 及 wta) — u Va € F. 

AR E T Fiz] 的 一 个 个 可 约 多 项 式 mix)», 则 mg f 
Fla ]/Gnx39 是 一 个 域 .由 于 下 到 Fx j/GaCzo) 有 一 个 单 的 环 
间 态 ,因此 Flr] Catr 可 以 看 成 是 AEIR. O u Sart 
Emir Bl mlad = 0. AE u n Ce 在 E[xj/Gmnrz2) 中 的 一 
TJEME Fir] mir) — Fl uj.f& Flu]it H FCu). WE e 
Emi Æ Flr ima D PRS — Tf LB u EF ELE -个 代数 
Tau EEF ERR PETRE mr) WBRA, 

Flz]/GaCa0) Z Flu | 


£1 — ipae, gR, g pE ea E E 01073 


Map bg s] d E, JE ELT 
Fou] SFU i, 
HM SS plu) = u plul S= u.Va EF. 

HUTE 3 (1 53 — 7 fa E BEITER dk. a nf f8 Bh If] f zs BE 1P 9 
HJ Ae A YEPE. TA CX he psy b UKBU— X ES RT. 

BERKE RE TET IEM K AURRE F bl 个 线性 空 
hb. EIIN k a ALR K ocv. E BEEE Aa Gib EC 
AUR BMOUEEEK 中 的 乘法 运算 .KK 作为 城下 工 的 线性 空间 的 维 数 
EY KEF EHR degree of K over F) i! fE[ K : F]. n RIK: 
F] EHRAM K IRE LITA IRE (nine extension]. JE BTE K 作 
74 F ERRET DE -A SE day ARA s K EF B— T dk basis). A] 
用 这 个 看 法 .我 们 可 以 揭示 束 扩 张 时 下 下 性 版 . 

定理 1 RKE APRII I K H DRAE F E RHR 
A. 

证 明  UOKIFS — s4.d[£HRpge kW 1.2.2 ..8 (EF LI 
RTE, MME ER EÀNSORBIDUCEaarcia, ,使 得 

de d a Ht a» toco a = 0. 
^ (GU) ugar doa? dt aux € Fei W fg) = 0. 
F jir) O.Dg ga TE F t EXT. [3 

HPK KF RNE Y UKGdgebraie exiension) ,如 过 K 的 圭一 
PERME 天上 的 代数 元 . 

定理 1 表明 .名 限 扩张 定 大 代数 扩张 

定理 2 ig K/F ERPE, a E€ KHa F KRT. WF 
e EE FER Sm Ru Qe) 的 次 数 为 4. 则 

[Flai Fil Ha 
jbl.e.an7..a | RE Fle) Ei H. 
WAR {WHU lacna" 在 下 上 线性 相 甘 , 则 有 三 中 不 全 为 0 
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PLES mbind, V hb fS 
hav bja |o c b, qa" | m gg. 
7? alad — b, b v don b.c lA ea) = 0. mla) R 
VÀ a ARENE EIR dE ELO RD ME acea 线性 无 
大 -区 由 于 
Fia- Fal ead egg 8 n o c uUam d e, € FEKO rx on. 
INI lenau" 是 Fa 下 的 一 个 基于 是 [Fe - n. di 

A. HH 2 JEBH EE Fons e TiCEELo 得 到 的 单 扩张 Fa) EJ 
PRRP SK. Poi C IER EC E. TP REFER Fle 是 单 代数 扩张 
(xunple algebraic extension? . 

域 上 添加 一 个 超越 元 : 得 到 的 单 扩张 Pr) 称 为 单 超越 扩张 
(ample ranescendeutal extension. A> 3E uE HH, Fir [B] Pg PE a iino 
Xd CB P EEI JCA BEES ER). 

定理 3 ERG TWIKAL ÀF.IJMLKFJ 48D n fo 
CAL] ALL: F] da PE, UEH FO 

IK: Fj- K:L]LESF]. (1) 

WERA HPF. e KiF] BRIT L EK iir u. A 
Ibh Ej 有 限 . 设 apenso a, ERTE HIKE BJ- T MIDI 3 
E K.fl 


B N ba. BEF, iP 1,2.,n, 


， 1 
由 于 
krki R mp -R'E JL. E [K:L] OR. 

TORÓESGWEDK:IL]  w.lL:F]-s WEBB. Wy. vl. 
cu Y, or ERKL WLF RA Re EKA 


1 | 
u N aug. a, E Lai ] ,了 rr. 


(010 


从 mif 
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d, = bY, bu € F,l Ti J Te os. P 5 1.2.77. M. 
1 | 


I if 
a Y NGA. (2) 
TPESSWuE.K 的 子 华 
rp 上 il (3) 


fF F Ez TE COR LL JE T 8E CD 8E K TEF Eg THE T ASI KK :FF] 

= ms -[KiL]iL:F]. | 

Jj; 1 p USE BEAT SE B TEE 9 27 SK A BE SE (CX 7S 8 T Hi SOR EET 
A TE, Fo CGalox F 1830 年 前 后 彻底 解决 了 这 :问题 .他 的 想法 
的 出 爱 点 是 ,把 数 域 POLÍUCEE D ER/C)-—07c60 EOS FO 的 也 
并 复 根 与 下 一 起 ,形成 复数 城 己 的 一 个 子 域 ,而 且 使 这 个 子 域 是 包谷 
乒 和 Fr 的 所 有 复 根 的 域 中 最 小 的 一 个 .从 这 个 想法 引出 下 列 概 
m: 

EX2 iR KF Æ TEE SK.S 是 KK 的 Tib.) 
把 K PER FAS 的 -~ HITRA SEE AF mms 23-3. 5 
T e 上 生成 的 子 域 ,iu 作 FCS). 如 果 与 = jaja, sa, MHE 

"(S) SH FQaq.ag.777s9,). 

显然 .F{S) ROGA K B pU EG SIMEUBTxOxPBBWAÁICT. 

ac KM Fla] ER KPEE Fam TIT BHUgI.PF(a) 
do KU eSFSHBRBIBLAT ES TE.TREGEGIBI.U Fla] ÆTTIR, 
pTi 

Fia] = Fía). 

我 们 在 本 节 升 法 说 ,当下 La] 是 研 时 .把 它 记 成 F(a), 共 道 理 就 是 这 
i. Ic BER. 

SEX 3 设 F(x) 是 城下 上 的 一 个 nln zx US. WRA 

-个 域 扩张 E/F WE 
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(0) Ar 在 天 内 完全 分 解 成 - :次 央 式 的 乘积 
JEst aele adiz ar oa), a ECE, Lish n; 

GO E = Fleagen, ta 
Wj EZERAS 4E F ERI -0i R plirting field). 

E F Æ IRR, MEX 3 PARTEGO) UP E GE OY Co 
fr) Wr TAR, WARGO RH E RE S OC ERRAR A b RI TD 
域 

尾 给 一 个 域 F EKETA r EE F CHA EL) 
MERETE. EEE co TAREHA, 845v pix 2 um 
F(Ca,,05,7*,a,2 人 硝 作 一 点 调查 . 

由 于 下 false Ca, dé K PRA Fla, rap ) 和 局 ,的 
— Jp T XE AE LER II 

Flare ya (a) S FCGaíqi a4 Rule (4) 
X B T F(a,,-.as Ma EK PR A E Ba soia, ons 的 一 个 
Ig Me 


EF(a,,*7.as Can) —9 Faj, a, 9,)- (5) 
T3 EM GD OD AAH 
F(a, s.a, 4.8,) 7 Flaps naa iaa) (6) 
运用 数学 归纳 法 容易 得 出 
F(a,,7.a, 4484) = 下 (eta Ga, Ga,]. (7) 


MCTY x ox np] fS d 
Flagra Busca b = Fas, ob bi). (8) 
定理 4 {E-i F Eff- nane DRETS dE E. 
4-—-T4339AE GG RBHLE::FISn!. 
证 明 ”对 多 项 成 的 次 数 n 作 数 学 归纳 法 .wn = 1j, Jfr) = 
c(r —ad.a € EF. dE FEE AF W- -个 分 烈 域 .日 IF:F]= 1 


= I, 
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IBLARNKGER e DEn 的 名 韦 式 有 分 异域 .日 其 分 异域 对 下 OBUIXK EN 
在 类 看 次 名 项 式 FUCO ER Jir) I T 0 29 P4 3X 
pla RITHE Fr pQi E — T EL a4 — a 9 (plr) W 
Fea dCp(QG0) = Fa]= Filep. #H ple = 0. Nati Ce) > 
0. E, = Flu). MEFR 

f(r)— ra af e, € Ei, DH d, 
其 中 fr) € E [el i S deg (x) = 人 0, 则 容易 看 出 上 | 就 是 PO) 
AUF ER) TAPAS. P i deg hirn ml. Fd) nia 
n ,根据 归纳 假设 ,六 (人 Cr) 在 下 | 上 有 - UDRERNR ELJEILLE:E,1 <=: 
(a-n Dla- l)! PE 

Play = elr- pelr- BU. BEE, l9 jsn-i, 
FUE - Eins B," ) ilg 
Fr) 9 ela -apote or — Bir — Ba- 
FLE Fla g eee g- ATF a E Enlia, AE Fia, 
ma) S E. 7 Fa 2 Flea). TE 

E = Pean oCBa sm Be Flu ,a Bis Be ue 

E E Eino (E F E iaa, HH 
E:F] [E:E LE F] x (n -1)ldegt ptr?) 
-Zinu — lj! = a! 

ij dp gto AA ER, a PE n m b .p ERE. [I 

jfi JS HEHH FC) fr SUA. WIS TS cx PUE :的 ,为 了 网 
讶 的 应 用 ,我 们 来 订 明 更 一 般 的 结 i 

定理 5 RER FARF 6 Tito E Fox] PHJ nia 0D 


WEB u) = Nav 在 F EA— TARRE. T FPir)- 


Notada € rls. REPO TEF El AS AMEE . DU 
TT EGRREDE ME AE. 


178 oR o Hu aRiHBRS 


证 明 — SK EHE JI AEXUCEIIIE.SMIE:PL-IMM.IE F. 
fUr) a (r - aM r - aapela sa, d, a, € F, Mz is ut 


fr) 7 se(e)ltr | sQaj31L Gr ~ ola pelir 7 e(a,], 
slad € F, licam. 
ARA E E (EF UCM -TAIE.MG E = 下 .因此 = 已 
ZEE E SE B) TII. 
假设 -PP:F]< m 时 ,命题 成 立 , RP m > 1 现在 来 看 [下 :FF 
m BIWEIE JAA m > RTA tr) 有 一 个 次 数 太 于 1 的 不 可 约 国 
式 pr EU, ia) TE Fix] 中 己 经 分 解 成 # 个 一 次 因 虑 的 乘积 ， 
iX E[E:F] = m 0b FA) Ba € E RE pr) 的 一 个 桶 . I 
[Fla F] r> 1. HF r = degplr). T3 aE Jiri — TH. 
HPEGJIGO EFLA 22RBIL AE 
Fir elr- apelirao — Bitr — 8, 0. 
HOP a, E Flea p SiS € E.H B, € FCGai)ul m j n — 
AUT Fre) 出 可 看 成 是 下 (ay 上 的 一 个 多 项 也 , 开 用 
E= F(a,, vans aeos B.) 
= Flapa H en LBS) 
= F(aQ GB von B, ui). 
[NUE E E fr) Æ Fla? kfüg— TAPA. 

帆 于 pGO E FL] 中 不 可 约 , 关 此 容易 看 出 pe 在 下 [cr 
(Usa £g. BH dega Cr? -degp(x) =r. B B, d& pU) TEE 中 的 
.个 根 . 辣 上 面 的 道理 ,天 EP) Æ F) 上 的 --- 个 分 裂 域 . 令 

Fyi Fiap > F8) 
S | 


dl 


r l 

， 1 
ay — Dota. jh " 

MH 
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HF Fia]: FE — TRE lepto o. AE s, EES di F 
E (BO ER TEE 8,7.) OEE o ERSA RA. EDT 
TES UE o. ETERUUDIEORIEIE.H Ti = E Feo al FABOB) 个 阿 
NIE S 

E:F] = E:F(ajJ][| Flea): F| 2 | EsFGnj2H, 
AELE: Fia); < m WA A RIR, EX Fia) 到 域 疡 (31) 的 同 构 
a, O EAJF RN E LE! 的 一 个 同 构 . 

TK dz Se HA T I PE or SE. [| 

推论 6 CO E FEH Cai 1) 次 多 项 式 , 下 和 FE DE 
Mad EF EBIASHBE.RI ESTEE BÉEÉÍEES8E I TIUS». 
得 ”在 下 上 的 限制 ?7 E 为 重 等 映射 . 

证 明 {EERS H, E = 下 , 联 5 为 FF 上 的 便 等 映射 , 则 sz 可 
Jis gi E su E 的 一 个 同 构 ww. 从 定理 5 的 证 明 过 程 看 出 ,w|F ERAT 
Bk dg 门 

EX4 设 尺 ,7F 和 KK;/F RP ER SE ULIS ETE K 到 天。 
的 - -个 同 构 (或 同 态 )w, 使 得 y EF 王 的 限制 了 IE 为 杠 等 里 射 , 则 称 
5 HTF- BH F- AS). 

EGO) 如 果 ir) E F[.r|] ARAARA ERE 是 下 的 同一 
AFA K 的 两 个 子 域 , 则 瞩 = 玉 . 理 由 如 下 ;我们 有 

fév) - (e aeir- ah e € E, 19] o n, (9) 

f(x) = dlr- pelr- B). B, € E, Lisa. 

(10) 
B TECK,E —K,BU5O0£C0) AGE fO) Æ Kl r] 中 的 因 
AV RF K r] EE—IGEAESXX.IBSSC- d.B.By Brev. 
B, Æ ajat’ a, 的 一 个 排列 .从 而 
E = F(a,,as a) = FA BRB) — EE. 
(2) wP RP E KFA PREFE ASAA r) E 
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Fic] f$ EG. EEK KEA- AF- &mES n Ff E, P 
gt E E.H HF: HF 
ir) eir vdir 7 as)'v (xu a, a, € E, Liity, 
(11) 

H.ogcEK$3—4F-8BU.B IE A $34 3891R 25 £309 X A 
可 得 

一 plaa — gla33) c Ga — yla}, (12) 
其 中 ple) €E E), m cono fia) — SH" 


TENE 
n-l 


P) - Sopla, r = Sjan = fir). 


FEADAR dL Ge) EE) 上 完全 分 解 成 一 次 因 式 的 楼 积 . 
AGRO E Fay) ,因此 pE) = Fintain g(a,2). Mm 
CE) X f(x) Æ F E- PRA 由 于 下 和 wtE) REKT 
域 , 据 注 {1) 的 结论 得 , yt) = 
SLE MURIS DE AD ITO V 3E 48 FR i B9 A 8 . 3e d] E SP — 
这 $3 讲 了 构造 肝 限 域 的 一 种 方法 . 设 g- w6.pME.(LIl.') 
mde — A n UI RP EE SS m CO ZI IOn aD 是 一 个 全 p 
A-3633 IHE ER BR S u= c4 miri), HU] 
Zr l/CnCGe)) 
= icp Pb «auo toco 6, TUUM € Z,. D&r ni 
= Zu = Zlu). 
x dg dg RR y E EE Ee By. A RIE: ET TE XR AX 
p. Pe LESE XY su TE Zr: N - 定 存在 n 次 不 ME a 6 7 e 
地 肯定 的 .而 且 还 可 以 求 册 并] 中 首 项 系数 为 1 的 次 不 本 约 多 
xj zt mp T dA N, CER MM EI. Niederreiter dec no 
finite fields and their applications (Revised edition)? 第 86 i Hx HE 
3.25,UCaumbridge Urivergsity Press, 1994 4. ix gp op" JLA BE f A 
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CETERI. P orf dE ARI 03 — RR ZEE uERR F1 DR S ET d PE n] Rp n] 
UE p" oca PRA RHE 一 性 :产生 这 另 一 种 方法 的 想法 来 源 如 下 : 
IB gA ERE Z Cu BN BE AE y — 1 BRIR, T Rn iy E 
DEAE UE LAM MH a* — a. EEE Zu) 的 条 ToC EGRE R- 
A, o vc])PRy eg uy a WR. PEOR a*-a mau 
WS. ILUEERREIE.C HD Ra o EZ, LA — Tr ord. xx rm ru 
BH oq EH PRSE AE EDITI FRE. 

定理 7 Va o p.p EGRÓX MI goe ARRI SS px LEILTE 
尊 两 个 y TEA Bis eta. 
证 明 PEN. Zr] ri E rf- c fEZ, E 

qoM E ESI S — EE AUYA 个 要 .由 于 

(r5 — r) — grlo, 
HEC - rr — ar yO - LAM t — x EA RIAA S A EHE 
Haa ASIE EEPO 98154 06058 2 SER S C50 2 D. AE e — 
r 的 g ARAP AIA. EETA orreitan W E = Zalega, 


ay) V 


K TR] 
由 于 
(a, a) S aa TE a, T G, 


(aa DY = {fal) 1 - aa a EO, 
IHE æ, — e, € Kioa! C K. Ħa 7 0. K E E BEP ht 
TE KAE Z, 中 任 一 光 素 i = € KAT K ELE Zp Maaz, 
eea, 的 一 个 域 .于 是 
KT,(aea ded) E- 

上 由 此 推出 ,KK - E AWER] T EE TRIR, E RS ZIEL) 中字 
Dis at a E A EST WE. 

ME P FERE Aa TARE, H e RRF RIR. h 


(82. ALDE BEN ARSE 
Fg p H FEDERE p.m 
E, = e020 lp- Del. 

EE F, 在 下 的 -个 子 域 ( 称 下, E FARR). FEA N XAR 
F 的 芋 位 让 ;由 十 下 ?是 9 一! EIE E E PRS DTK a 
hoa! = 1AM a =- aa 于 是 开 的 全 部 蕊 素 是 Pr 中 和 多项式 r’ 
- r EF PERR. AIE F Ert- e EE, Eg DAR TES NS 
W,g:i mie E Z, B F, -个 辐 构 .iD f(6)— atar E Zac]. 
则 Er) atar E FEl lL REM S dS uo MUFRE SIE IP 
-P EE EC F. B HB IH a EPERE R E, EMT 4 
zd PR ER Rp E] F. t 

对 于 mw = pp RRK ATEENA g 0A RERE . EE 
我 们 可 以 用 F, ERa 元 有 限 域 ,或 者 记 作 GEC). A PRE ER A n 
32 TH ( Galois fields), A A BER. E b 00 27 fu Ep TEE HT 

城 下 上 的 -一 个 wn X DUX ESO fr) BIAIS E E- DE 
FIE E/F ,使 得 10 在 呈 内 完全 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 .我 们 斯 
fOr) 首先 可 以 分 解 成 F[xr] 中 的 一些 不 可 约 季 项 式 的 聚积 : 
grd o piir) plae p r E pladi = 1,2 ,3 DEA 
同 ) .既然 Cr) YE E 内 能 完全 分 解 成 一 次 因 式 的 乘积 ,那么 当然 每 

279 px m L,e) an nf Ade E oie o REX T XU IX 3€ 
HRH Hii -Fenaa Aere B IRK, EI Fx! 
中 任意 一 个 在 并 UEBRIS AS E28 SS AB] ERKL e] PEA 
成 一 次 国 式 的 彝 积 ?我 们 米 探 讨 这 个 问题 . Ep od x RR b OK HC — 
TT: 

ENS 一 个 代数 扩张 及 AF 称 为 正规 扩张 normal extension), 
RUE Fla ] BHE -在 中 有 根 的 不 可 约 多 项 式 前 可 以 在 KL l 
4A REL EL DU CRI H. 

我 们 有 下 述 结 沦 ;: 
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定理 8 -PARI K KF Rc HB SER TLTCR K X PS org m 
-TEER Sp E I. 

WEBB hi K/E — CR TRE HUI SE LIRE K; F'O 
0,8] K = FUHR A Ti. Fund KaiP) d. TX4RÉ6o,C K, 
aE FAF = Ffel1), 则 下 ,A/F 是 音 代 数 扩张 ,有 LFI:F!l>1. 
据 定理 3 得 ,TK:F,] 之 [KK:F]. 从 而 可 以 用 第 二 数学 明 纳 法 证 明 ， 
KA 下 有 一 个 中 间 域 稀有 限 升 链 : 

F= FFF 人 eRF FSK, 
F.F AFRA E, i =0D,1 1.4 S ARE avais 
a, €E 民 , 使 得 


^ 


K F(ujY(as)broGon Hed : FGaq 22,77 e 10s 
其 中 避 € FO ERA, 1,2... 3X pir) X a, 4E ER 
小 多 项 式 ,a = 1.2, 
二 
nF KrzF 是 正规 扩张 ,因此 每 个 不 可 约 多 项 式 plr EK aj PA 
完全 分 解 成 一 次 因 式 的 配 积 .从 而 x) 在 KK[r] 中 也 能 完全 分 解 成 
一 次 因 坟 的 来 积 : 
FG) = 人 ER 一) 
TX B € Ki L2,v.noAf Fib B) — KT a X 
pry 在 长 中 的 根 ,当然 也 是 fo) Æ K CP SIR: — 1,2, 0. Bl 
Wia gatta e i m iB Beta Bud rm 
K = F(a,,no,7,0,) — FB, Boon Bnd 
综 上 所 述 得 , 民 = F(gy.Blsc.RB,). PIERKE, KE 
JGQU) S m REL, 
Z AE KE GARE d — nOn zd) Em Gm 
域 . 设 plr) x Fla PARTH RR, plr) Æ K PAA 
Wa RRE pO 4 K[a 1 Tr EUR B FECI AM XR UE 


]H4 ELE — Em sEBSE 


EFK X pln 4€ K Lbs ABAR E/F X gir) 一 
Cu) BUCH) FE F E89 dE RE BE p ) J& E PHEA, Fia) 
^7 F(B).3E LA-A RHEA n 4hX pta) BAA yla) a, 
Va C FARES, g 3T AL JE dE SU p Cr) 4€ Fla) E89 9 MR EDU 
pir) & FC) Eis X E SF - EA a, PM ESAF É 
同 构 ,因为 下 [上 是 jzr) 的 分 型 域 , 卫 氏 x 开 是 世 AE 的 一 个 中 间 域 ， 
i& Eds 69;xk(2) H.o(K)— K.W Fa E K, HgS nla) sig) 
C K RMT pen Æ K ri PATEAT AER COP) S eg RR. 
Ax KF A OGEGAL dT E, N 

FARNARIER P oh PAKA ARRAROA m. 

EX6 FTrl 中 一 人 不 可 约 多 项 式 户 7) 称 为 可 分 的 
(separable) ,如 果 p(a ) Æ THD IARA FR. Flr] 中 一 个 次 
d KO] £X j (4x) 称 为 可 分 的 ,如 采 它 的 每 一 个 不 可 约 因 起 太 
可 分 的 . 摸 身 话说 ,无 重 根 的 多 项 式 称 为 可 分 多 项 式 . 

EX7 EKF- AAF K, a E KFE- ARRA. 
mE o 的 极 小 多 项 式 是 可 分 的 , 贴 称 a RAF ET 0 8915 HR a 
是 在 入 上 不 可 分 的 . 

4E X 8 一 个 代数 扩张 RKF 称 为 可 分 扩张 【separabte 
pAlension) ,如 7 来 K 的 每 一 个 元 素 在 上 上 都 是 可 分 的 ;否则 , 称 K/F 
是 不 可 分 扩张 . 

定理 9 一 个 有 了 醋 扩 张 正 “上 是 可 分 正规 扩张 当 且 仅 当 扩 是 上 上 
一 个 可 分 多 项 式 的 分 裂 域 . 

ETAR R,T oy 3x ON EE 8] 论 ( 第 二 版 )3 第 222 Ax 
理 11 的 证 明 . 


习题 3.1 


| 设 到 /FF 旺 一 个 城 扩张 .a,8E 是 a.8 是 局 二 的 代数 元 ,证 
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Hie L B.ag.ag'Cg 7 0) AXE F KARST M K E F FRAJER 
有 代数 应 组 成 一 个 子 域 , 称 这 个 域 是 下 在 上 中 的 代数 闭 包 ,证 作 F. 

2.cK Que] i R9 Ead Xe Q 1 HAN AHRR (EQ 
上 的 次 数 : 

(D Fir) = (r2 -20r2 3); (2) f(x) = 45 - 2. 

3. y RE XX o IPIE WIH GFOGS) 是 GFC") 的 子 域 . 

(10 WEK 2 Ro PHA T; 

(2) ix f EA GECP 上 线性 空间 GEL”) W — P dE EE TE 
H AF aE GEU) GEX fB) Jlag). YB € GF(g"7). 证明: 
GF(q") 的 每 -个 线性 函数 形 如 7, R a A Y BHL H ru. 


$2 域 扩 张 的 自 同 构 , WMS ME, 10027 BUS. 5€ 


Galois HE ie Atm rty kg) EX e] B3 SHUT SE I PP SK . -T dk UR HH 
的 是 RAE ART RP os XE SK ERR n TE TI. 

iZ o ERE SEE 的 一 个 同 坊 , 则 a HAERE 的 加 法 群 到 EE' 
的 加 法 群 的 同 态 .在 EE 到 EE’ RAE) 群 同 态 组 成 的 集合 局 中 ， 
规定 


(o, t o) r i girit alr), Vr E. 


Cko) r =É kole), Vx € E, 

Lp e e EARRIERO 4 FEE MAE ASNIMUVERE B 
-- Ptt a, ERER À ESE HER: e- 0Y rE E, 
RTEKA E E 的 加 法 群 到 五” WIERE mi A, B ECE E E 
HRGS AEI E 的 单位 元 1 AAT E BIOL). 

引 理 1(Dedekind 9139) W E BU» E 的 和 不同 的 同 态 组 成 的 任 
一 集 台 是 在 域 王 主线 性 无 其 的 . 

WEBB His n € 11 EE EBRE B3 IRA n) 89 SS LE d 3 


i86 要 一 es Jd s ERES 


BEREE RAS RE TERRE] 上 线性 相关 , 则 有 一 
有 有 限 子 集 是 线性 相关 的 .到 抑 素 数 日 最 少 的 线性 相关 的 有 限 子 集 
101,02.77,9,0, 
KILE o 可 以 由 其 余 向 量 线性 表 出 , 即 o, = AoE Eu2 x 
7 人 而 
= (Mts = Nikal) YEE. — (D 
JED ROPA ues Ty +, 得 


c, rv) 7 S bs Gs. Frye E. 
WT o, 是 环 同 态 ， 下 有 | 
gitriotv) = META SENE VY or.v € E. (2) 


IH a, y) AXE CIO) s Ba ui, BA) Ew ESCEGE NE: 


D = STEPS — zf v3]. M a.v cC E. (3) 
Bf 0 = NRLo(ty) - oy)lo, rz, ene. 
Siue oly)]s - 0, Vy€ E. (4) 


由 于 ;ci ,oa 上 是 最 小 的 线性 相关 的 有 限 子 集 ,因此 onec 
Hb UC TEA 式 得 

kie(s)—m, 09120. V»€ E,1-— fouar. (59 
I À e, sm arm r), 所 以 存在 EE, 使 得 oty) Æ o. CS 
而 由 (5) 式 ,得 站 —0, S 2.7 和 


这 与 = EAr. AE li E ID RAE CREEKA. U 
定理 1 BERE EAF AADI K. UME E:F]: s, MAT 
ERE n TAERE WDF- 同 态 . 
WEA if ejg, BEFA- AA BURT Enl DM 
E FIE AAIE — EJA soraio, DIE E^ En c 171 RISE 
Foto e r, An TARR RAII KTE 5 Fr HA 
'eg( a4 drag + gailai +e t ouo) r, 70 


| 


[oala ) ro 十 ala, r+ cul er ) rs -- D 
忆 有 非 堂 解 , 取 一 个 非 零 解 foo ci，r)E EOL AF aas 
a, 是 上 AF 的 一 个 基 , 因 此 对 于 任意 we € 下 ,有 


于 是 
Scala) - x (Slaa )= DE Y as Ca) 
- N (Xesta) ja - > oo = 0， 
从 而 ea = 0. 因 此 oo,01,…,0, EE! 上线 性 相关 .这 与 引 理 1 巴 
证. 因此 存在 宗 多 个 从 玉 到 E' KF- AS " 


ETEF] < co E E Bb E SIE MEF- Ix 
ER F- dM. SEI BITE Rb ES HE M TIE. M Kero 
E EMAA. M Kero — (0) XX Kero = E. KG EHE o - 0, So 
RO [n] RE 因此 Kers — (00. M li o dE REL HUT o ERE 5E 
H F- AS, Ros ERF L£RTESIIE bi — IRTEE, ET 
dim,E = [E:F] < PEA o XE A H He Ho e EAE A T o ie 
E SERF- 同 构 . 


IK LE 


Br KRERET EY 


定理 2(Artin) B EE -个 域 .G EER -T Bb 5S. 
K = e E Els(ía) 2 a«a, co € Gi. 
WI CI) K d E BJ -个 子 域 . ER K EGA uh Cfixed field) id fF 
Inv( G}. 
(2) ,E:K] HBRCHE (CS G ETRE lg 
[E:Ki-'G|. 
证 明 (1) Ue, C KAREGA 
好 [天 ka) = sikil- afk) = ku — E. 
c(k, Rz) - o(ki)o(k2) ! = kkj’, 
EDE k, akik € K, M K dE E Hj- PT dg. 

(2) 4 SETE iIS[E:K, = n.M 1 和 和 注 得 .存在 至 区 器 TE 
x-nmrmÓ8.Amiclsn-.i E:Ki. Fo ES SERE. UG 
= rM G = To BU r< [E:K].I[E:K]ze ret. 
从 而 在 正中 存在 x + 1 IA apapa, 在 区 上 线性 无 关 . 作 也 
€ G,bkE E Er 1 RAE rozier tez, BI RER ED TEH 


一 
Saas 20 
r d 


eere (6) 


[er = 0 
VAERE. RDIR (Ru eu ose) € EU HERA ieibh] 
jp on. Bri co 天 人 则 从 


DOCA a), =. Ü 


r= 


[E E 
e, Cag? 一 Nala) b, (7) 
pha c S guia rn jar G PRP X o, d o 
T 
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得 


e r 
ey c oken) Xale) b = Nia. 
L 1 i 


U Fanaua YEK EREL, AUE Aea db, AAE EIE TR. A 

妨 设 b E Kk TETE o € GIE a0) 0 C) atr o, FR 
-I a 

gi g 14 


- 5 
8; 8, (a4) — 2,0, la, Ca.) b,, J 1,2,7,.r. 


WAH o 作用 得 


s, (ay) = Nota ekb), jo dP2..r. (8) 
(7) — (8).1§ 


r 


O= Siale db, — ab]. (9) 
T rG KAPEJ Te S8 


0 = Sie(aw, j-2dQ2se.r. (10) 


([AESERE CA, 7 elhea d, c, C5, D. TE i B LS E— T O, 
出 得 到 方程 组 (6) 的 一 个 非 堆 解 . fH eocena) 与 (0,b1 一 


cCb usu, — (5,0) ERM e,  0IM LEE b, = M 2 0 M ES 


Q 


Hb, alb) 0 #0 E b- alb) =- «| - 
t n[8E S 0. d.n] SES OO. IR FP eo 750, CO 64 — suns, 
- e, CD, D WEED RECRR BEP rges) e JE 3E TE EL XX 
tifga e POBRE REL PA r = E:K], B G| = LE:KI. 

充分 性 BIG = IBERILE:K] >r, WME PEERS TER 
aapa 在 区 上 上 线性 无 关 . 由 刚 林 的 推 书 过程 得 出 闻 盾 . 因此 


Ek. r. m 


]|oü 第 三 章 EA ARAI mata 


推论 3 BEK ERARE. G EE MN PPÉRK - BBlBgtsm mmm 


EA EER- TH. 如 果 玉 中 6 的 不 动 域 等 于 K, 则 1G1 = EK]. 
uE BH ME 2 Bp EE FE v RE $0. | 


从 推论 3 受到 启发 .引进 下 述 概 念 . 
EI E/F HEIE K, E WREE ~ G E AE R 
t E/F BWE EH Galos group? EE Gal E/F). 
定义 2 WIE E EEUE MIF Ga E/F Aa R T 
E.M EZF ERU- fip 29 ELS siKCGalois extension). 
从 推 论 3 立 即 得 出 : 
推论 4 semis E/F dE UI BC SK, Dec m m FURY 
Gal EZF)RUET AREA EX Er EF]. I 
下 面 我 们 介绍 著名 的 伽 罗 瓦 基本 定理 . 
其 办 瓦 基本 定理 E/F- AAR RFI, G = GUlCE 
ZF}, 
GQ) 在 的 子 群 集 : 唱 | de E/F APRE K GS S E 
一 一 对 应 .让 每 不 子 群 日 对 应 于 它 的 不 动 域 : 
Hi'—*lnvt H), 
让 每 个 中 间 域 K 对 应 于 下 对 854e 3 ROB. 
KGa E/K). 
于 是 它们 互 为 送 映 射 , 即 
Gall E/Inv CH) ) 
lay Gal E/K 9). 
(i) E — — aa X R ELA tI, FF 
H,€ HQ, €—InyCH,) — hnel Ha). 
Gu) 有 数量 关系 : 
[E:lnv(CH) | = |H!, 
[InvC HY: F] 7 CGiH]. 


i dl 
~ 2 
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(v) ZCBGEH ORO ECFBBAQKIWN]H AHT oH 对 应 于 
K 8) BTA o KDO.o € G. 

(v) FA H 3b Tom gu] X K LR] FT EG EATA La 
K^/F EXie$9 Ei. 

iERRDRE RORGB SY o dE UM A a 46 (X — 88) 3 243 — 244 
页 

Wish Er Tu Ri 3k; »—RAGEXIiBEDSKEZFE RIAL KR. 
d s.up EFL Tug EInICUAPAEBE.ix doux t3 [IBI 
mu X 2 ie Spiti, Bp 

定理 5 一 个 在 限 扩张 E/F RWmxTIEABIXUHE/ZPF 是 一 
个 可 劳 止 规 扩 张 .或 者 说 ,一 -个 证 限 扩张 上 AF EUR EP FEAT KIL 
HWERFILE- AJ ETAR ERRETA) Bar Rk. 

证 明 EJES HS — PRERRHCI REB RI ERA. S TIAA 
Opal eGP 33245 W, RAGA R S T AEN O fr ETE 
H SHR ABE. 

E ue Hn un Hie s 938 — pus A a IEEE HE AST PIT 
一 个 有 限 扩 张 EFE EAS EK. 

在 证 明王 述 定理 $ 的 第 一 合 话 的 必要 性 时 ,主要 用 芭 下 面 网 引 
再 2, 而 引 理 2 本 身 也 是 很 有 用 的 . 

8382 B E/F E AREKE. G XE RII AT EUST. 
WI ERMI-cXed4«F 上 的 极 小 名 项 式 m(x) 是 可 分 的 ( 即 没 有 于 
OA m Ca) PELA RES EL E TEE a TEG 作用 下 得 到 的 所 
有 像 组 成 的 集合 ( 即 ,a 的 G 一 MGR. 

WEBB BEQ — ieat dE a TE G 作用 下 得 知 的 此 有 像 
组 成 的 集 人 台 ( 帮 为 集合 的 元 素 ,alaz ver MAAD. AP a = 

了 a,). 
HFE sE G, MRA HE HË olajgate, ) E aj. 


lb2 党 三 名 Jp GÉAMRLBESIBL S 


&».*.e, 的 一 个 排列 .因此 sin MRR E o EHTE. 于 十 
gir) de Fla lPi- min. FEHR gio dr F Lau zy d 
Fr) E Fle] PE o WRAS Em NIC a" f au rtis 
tas. Hl o PHF) 0.4 
gla)” + ujala) U 4 4 a, qo(a) + a, = 0. 

INE ola) t. FC) BMRIV ac G BD RET a, Bhie) IHR; = 
E,2, n. Man gir) fr). FX BG Æ F[ xz] HF 
PRIER e Coo BH TE on. BUE gir Æ E doma. E F EA 
a E AS EU ARES : dos n] £g Eur C EWE— MI, HE Ca? 
imr). iX uEW] T miro 是 可 分 的 ,并 内 mr) BI RRR fS 
恰好 是 在 居 作 几 下 得 到 的 所 有 像 组 成 的 焦 合 ae LL 

3E X 3 设 FFAF 让 -SARPI K.E HADR a 3245 
Jy 3E SB B Cconjugaic? , 8n E EIB FE- i GalCE Z7) - UË. 

H 5I 2 立即 得 到 . 

推论 6 GEMEG EZF HIPS ToC AR RE oH H 
它们 在 F 上 的 极 小 多 项 式 相同 . |] 

设 jlr) 是 域 下 上 一 个 无 重 根 的 次 (ni 5l) $3RASGRESX 
FG) E F Ei 3 RUE X ET Flaat a Ef Cr) 的 根 ， 
| uios.dÉXESBOEÁFOGRLR RUE Rar SK AE EZ TE, 
E/F tdm Y E SEG dS 4t —o6 o 引起 FOX 的 全 部 报 组 成 的 集合 0 
E45 — A E 4& x, I E Xd o,r E G.A mu. = omui or, 
W re É x, ,于 是 我 们 得 到 (到 Sa 的 一 个 单 同 态 pial -rr 从 而 
Im 7 G.A 4138 Img EI G. 

定义 4 设 (1) 是 域 记 上 一 个 无 重 报 的 n(n e DOR BA, 
上 是 Ar 在 所 上 的 分 型 域 , 则 上 述 G, afr) E FP Ein TL 
群 , 或 简称 为 f(x) 在 上 的 群 . 

从 于 面 的 讨论 知道 IG) 4E FP Eii Y E EG, X fr) 在 它 的 


82. Eur KAEMA, MEE, MBE A 193 


TUR 天 中 的 全 部 根 组 成 的 集合 只 上 的 置换 群 ,并 且 G, 5 E/F 的 
fo Y XE Ga E/F) H. 

如 果 ,在 内 上 是 传递 的 ,网 PC) AR eius ia, AEG, TF EL 
—4-d4RiÉSX OUASDEO2CESDISDGEOE E, Er) fr 一 oa) (rr 一 na,) 
E FERTH. EZ, E PGr)cRcTÍS,.( 355] £ 2,-88 a, 989 HE 
恰好 是 al 的 地 小 名 项 去 GR) 80 ik, A iarna AEG, F 
& a, Up Hie Ei R3 C, EO EX Bib m UA de ik Ee ENG 
3E 7. 

命题 7 EKRA FE- A Rn mA 次 多 项 式 、 
则 C7) Æ F E 894m 9 E SEG, X Med ag m Eds fie) d EIER 
£5. | | 

S c 3€ fi] HE T3 Rd 5 On A PL 

定理 8 Hy Pop HRR S 

op: Fy F, 


gc =’, 


刚 Gal(F,/F,) tap) BÆ n BEIRT. 

证 明 MER §1WEH T ppU HAF], P, ERE, D SUN 
Ral- xdEF, ERSAEERBRLGE ID x? r ATIR. PEH SiE, F/F, 
LWE FUE JE. Eie 4 1. UD aE Galt 下 /Fs) 的 阶 等 于 扩张 次 
WFEIFS on. 

x 于 性 意 a,8 万 F,.H 

sla + B) (ladi D^ - a? * B" — gala) 十 o, C BD, 
a lap) = lap)” = aR = o, Ca)a, CB). 
因此 o, 是 环 同 态 . 任 取 y € Keron Mi opiy) 0, TÆ y^ = 0. HE 
HE y = 0. T8 JE Kero, 10i. Ai op 是 单 射 .由 于 F, UE ERE LR 
此 o, 也 是 满 射 ,从 市 os, ERF, 的- -个 自 同 构 .对 寺 任 意 4 € EA 
galal - a a. 因此 = 是 -个 下 一 HH. Mm s, € 


194 i-um EX KARBA 


" 
P o- gt — qr. 


g ) a 
因此 oder, 的 全 等 变换 .FF Eq- | MEARE, i E&F, IER 


IH SS P m os BEST 
gh E) = Er È, 
AI a) BIET n. Re Gabl( Fur Fa) (ony. T 
定理 8 中 的 o, EROS) PREX E, W Frobenius & [B] $4 C Frobenius 
automorphisn ). 
定理 9 d a= p.p NUS 
ERU n >F n 
q ü 
c! —*a"., 
Bj Galf Fe Fy J= isy BAE m [Ur di Po E . 

证 阴 SUPRA 8 p EFE BSUEUH UD RD BR E, DL BIUR 
AER. H PRF, SUE BUT BRE, 的 单位 元 是 同 - - T 203 LIS 
dat o d AHGEE, Ag EGET -r MARN F, KAS 
PRE Eus 5 Pa AT at -or (EF, | 的 分 型 域 是 Fm. 于 大 
F/F EWF RI K. MAT 

Galf E/F l [Fp Fl S m. 

容易 验证 ,a, ES. HE e, 是 单 射 ， 从 而 也 是 满 射 ,因此 m 是 域 
Ea 的 一 个 自 同 构 . 易 扼 a, 是 F, - D II. JA TE o, € GalCF s /F,). 容 
SMEHA, Co,» BOB on EE Gal Fs Fy) = (e. " 


习题 3.2 


设 Fe p -2€Q.l. 
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(DOR fGO E Q Elf ^r EE E; (2) T GalC EQ). 
2. 求 有 限 域 P. BS HP MEE Gal ( Fee F2). 


83. 本 原 元 素 , 迹 与 范 数 


一 个 有 限 扩张 如 昌 是 单 扩张 , 屠 延 我们 特 划 感 兴 趣 的 . 

定义 1 E KFE ARE K, UR K = Fla), WER a Rt 
K/F 的 一 个 本 原 元 素 (prinlitive elemen). 

Bg = p". p JRL AREE P, 8) JE ETE AR ÍBUNSETA TIPS. E 
TERRE LIS a n 的 - -AER I d PATE. = Fole) FR o N 
FoF, A T AUR BUE FLAELUJ. Asc ERES BS 
Mae mni. = EAD rja boa 6d) Fa 其 由 ri 
CU a ox DOSE à EE FC Es A TROR. LIBE Tu ru! 
1-260, Fu u ul4du * 4) = Au? 4u = Aldu 4 A) thul. 
从 而 a EFRR. TE u E Fa EROL. 

考虑 任 WEE F, PRAD KE Fp T EHE- H, h 
FOE ORRABTRER.DEYDRU— MERITI ERA) Fo F,CE). Ml £ E 
F n F, B TABULE. Ble Fy AF, B39— T AREAS AE E F 
的 后 成 元. 

MEHEA H, ARA LL BU! SERRE IPLE 

FAERIES ia PITE SESSEL PR GE 

EX2 WLE/FOM -TREPERI GK, G = Gal E/F). F 
IL-2 E E. 

def 


Tre Ca) —— ` jola), (1) 
Ti 
N pla) -一 - loco. (2) 


lu5 IE BR Ega 


由 称 Tr, Cata a AE Grace) ERN LL (o) 是 a BUSES norn). TE 
dE Puhe AERE E ETE A eE Tria) I NCa?o. 

日 然 要 问 Tria) 和 Nta) ET e R E e € E, Ra 在 
F EERDER O m(x) EARR r. HUT E/F EARME EL 
P AER E S2 lE m GO RAER, MWA m CHITJ 
TR RTE ae H eeo MCG U8 Gla). H Fon Co RIE RHR 
的 和 等 于 mla) d or - L RGIA R i, AE Trla) = 
Yala) € F. XAUT mir) 的 全 部 根 的 积 等 于 mOr) EA BRIE 


Tc 6, 


VAc- D' ,因此 N(a) = Ister 这 表明 Tr WEN dE E EEF I 


映射 .这 正 是 它们 的 威力 之 所 在 ;把 TWR E” A FAm. A 
42. Brute , EE A IRAT P IE IE. 

命题 1 T E/F d —TB8IBUTDEDILUG. E:F = n.G = 
Gal( E/F). M FEE 6.8 € Eu € Ff 

(1) Tria + i2 Trla) t Trig); 

(2) Tr(aua? = aTrCa»; 

(3) Tria) * nai 

(4) Nia) = NCa)NCB); 

(5) N(aa) = a"Nla); 


(6) N(a) = 

证 明 (D Trla + 8) - Dola + 8) = lol) + a(g) ] 
- Xola) + Bje(B) Trla) + TyCBD. 

(2) Trlaa) = Nglan) - Fao) 
- Masa) = a Trla) 

(3) - (60 可 LS Lb ue PH. J 


MAOO 和 (21 AA Tr ER F bfETEZSIRHE I A T£ 
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Tk b d EE CU do E S 


fG 8) —— Trlan), Ya 人. (33 
VICE LH EIE TE pk €x. 
定理 2 B E/FOÓXE-—^d4RIE p, [E:F] n,G = 
Gal(E/F), 则 利用 迹 田 数 定 义 的 对 称 改 线性 苑 数 } 是 非 退 化 的 
证 明 BRER Tioga al ,由 于 UE:F = n, HEIC I 
= E;F] - nit G = jo 5 
nc 在 基 avatar FHR REA BICI) 75 为 
有 > olaa, )} = Yola ola). 


“一 1 ” 上 


A n SROREE D PLD 2578 a, C o, ) ,MM 


A(Ciij)- 2, 02s ila) = NSIDGIDDUGI) 


=] 


= SDD U) = (DD DO 
由 此 得 出 ,A = DD’. 
RETA $2 的 引 理 1(Dedekind 引 奋 ) ,oj ,0;,… ,0 VERRE E 


是 线性 无 关 的 . FIE E 上 的 线性 方程 组 


DX = 0. (4) 
假如 Da us,.m7 9:804) 83k 58 (0,027.60) .于 是 
LOLUM asa, ) ! CACHE 
prem, Fe galan MES ! "Rod - 0 (5) 
Lajla). lasla) l e, Ca, | 


(Ege E, B- 3D b, € F, = 1,2.7-.n . Dti 


rod 


( Ses. p= Nes = S eos UN ba ) 


(1 (010 27] 
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Sb Sico(a))2 5,0 = 0. 
Sog T 1-1 


了 


出 此 推出 ,> ea = Q.3X EH ciotta, TEE Ef TERIS. TE. 


Hue D np. A 也 是 道 ,于 是 f {kR Ae RS. L] 
推论 3 B E/F A- TARWE MII, E:F] = n. WE eR 
WEBB “” 巾 于 用 迹 函 数 定 文 的 对 称 双 线性 图 数 Co 0 e dE IUE 

89. AHE Tr 7- 0. AT] ImTr 0. P P Ie Af F CE FETS TR] EP A 

Fal, hi dimp = 1,1] dim, CImTr) 7 0. AHE dimz CImTr) = 

Jm ImTr = FARHA AR Tr EAS. | | 
现在 证 下 GF(gq).g9 是 素数 户 的 方 寡 ,下 = GF ). A AREE 

82m ESO Sl, GFU" GFC) EME TUA SK LT MR ENAU N 

BÉ G (Qe EE m MIRRE. dE 2 RT E— a € GFC"), 

有 有 


Tr pla) = a 3 at t ad doe taft, (6) 
2 hl l q -1 
Ny, ín) = gogl a7 二 wall， (7) 


如 果 取 下 = BQE - Fy WAF a € FOE 


Trp fF (a) — m t al 4 a? tond 2 (8) 
peo 


今后 我 们 把 F/T, 的 迹 函 数 称 为 和 Fd bk i £i xp de e EO IE Tr. 
把 EF, WEK Tr, 。 称 为 相对 迹 函 数 . 


定理 4({ 传 递 公 式 ) CEFE -^-HI pm Ep 3k. L RS :个 
pia, B E OLI F.uxTi-ac E.) 
Trepe) = Tr, p Tr Ca), (9) 


Nou Q0) = N, QU a0). (10) 


uu 
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uk BJ nf Zr P. M. Cohn dBiAdgebra,vol.2( Second Edition) i 
习题 3.3 


1. 找 出 GF(27)/GF(GG) fg — "toRI LX. 
2. 4E]; XP ÍE— « € GF(2")/7GF(2), d] 
Tria) Tr( a7). 
3. BE G RH IRERGFC4) 的 如 法 群 ,g = p^. o SEU cM 
数 感 中 的 PAR p RAAR. ERE T a€ GF(g), 令 
X46 — C" 
P p C11) 
HF Tr 是 GFCS27GF( p) AERE GF(p) SIR Z,). 
iEBEICIÓ y, 是 加 法 群 G EERE C 的 一 个 同 态 ; 
(2) WR a,b € GF(q).H a * b, W 
Xa 7^ Xe- 
QGESQUIT |€ Z,SOE X E — Bü ENOBIXxTXE Xd mm.) 
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引言 的 习题 


1. (El ar = 5 am WAE ua Br abr Hja'b 
代 人 EDRI N ala lh) = ,与 有 端 相等 .从 而 = a Ib irar 

b BRE. JEE G EE PUE. 

wz = b dE HE m TER BL. 

2. GR PIXULZEÉ a (RAR a) M. 

3, 否 . 因 为 2 不 是 可 道 元 . 

4.1,3,5.7. 
+5. df Ca m) I MHRA FE uv € 下 ,使 得 wa vm = 1. 


第 一 章 H 


习题 1.1 
L Hs 表示 绕 顶 点 与 底面 中 心 连 线 转角 为 让 的 旋转 . 则 正 十 二 


楼 锥 的 旋转 对 称 ( 性 ) 群 为 
G= ja l|kO.,.2.7,101. 


B a 是 绕 让 六 边 形 中 心 转角 Ah Ahe, r ,re 是 关于 每 一 条 
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S ERAS 5a S56 .dET: 6 AE XI ERIS 杀 主 对 角 线 ,3 条 对 边 中 点 连 线 . 
e.r, 是 D 的 生成 元 ,它们 适合 网 关系 有 at Tri = I,ror) 
v ,| Dal - i2. 

3. 地 出 图 撒 , 说 出 mr don XT HP — AA EAG = 1.2, 
3,4) .经 计算 得 ,for)j(o 0) — s. 


4. 用 o, PE 一个 硕 点 与 对 面 中 心 连 线 转角 为 空 的 旋转 ，, 
1,2,3,4; 用 y, 表示 绕 对 楼 中 点 连 线 转 角 为 = 的 旋转 ,y = 1,2.3. W 
下 四 面体 的 旋转 对 称 (性 ) HE GWEG OD Eom ei Y, Ld PL, 
上 ii 

用 A, Ji Pu p PRU R ,并 月 使 A AAA JIE TR EU 
E.M G pE mE y f8A,4A,A,A, ERA TRE 75 0] X EU 
zc Mer 由 此 去 证 y EAS MS b e fol. OCT y, Mf 
G EE HL LEl 个 元 素 组 成 . 

* 5. FH e, Y SEIE T TIE He D e REPE PE 的 旋转 .，: 1,2. 


3H s, 去 示 绕 主 对 角 线 转角 为 于 的 旋转 ,= 1,2,3,4; 几 n AE 
村 校 中 点 连 线 转角 为 和 的 旋转 ,， = 1.2.3,4,5,6. 则 正方 体 的 旋转 
SERERE E G MEG Sir iriiriles.si.n dl db mi ELIS] 
A. p ue s6:. Xf 08 ABER HERI uF GÀ I R 24 oC EEUU. 

6. U(Zas) - 11.2.4,7,8,11.13.141 , Br 9 8. 

* 了. HL 892) SS 5 ERIS EA IE BI. 

8.CI GER AA 和 A s 

(2) A ETIWI IEI A ode EA O TA, ERIE ACIE T AS e xs 
M Ill OM 就 是 A Bots o M B SEO X = Gra orsi 则 
AX - X. BAX — X. BICI — AX 0. 出 此 解 出 一 个 基础 解 系 为 
(1. -11 于 是 点 M 的 坐标 为 (1, 一 1.1). 


202 — LJEADOM ER EE 


1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 
9.C1) sjca = | , | da8] = | . 
2 4 3 5 I | 4 2 5 3, 
(2) ol = (13542), «e, = (143)(25). 
{3) sj! = (12453), siso]! = (325)(14). 
(4) a, = (I2) (L5) 132 ;a = CIS2C14)(252. 
(50 o, Rf E P Lo. 是 奇 置 换 . 
10. HA Chdpsjnoan) = Cii Higie goek irra A iiia? B 
r- E BS B ERRREnGUCS r 为 奇数 . 
ll. Aa = 1D ,C€1232,CI32) 15 
A, = 109, 122634), C13)(24) , (140023) , (123), C132) , (124), 
(142),(134), (1432, (234), (243) 1. 
12. (EH & € 11.2, .rr -1 去 计算 (rer D CU) ] ilo E 
R (ror OL LzGo]. 
ERa c Airla erG ii 去 计算 (rr Ca). 


习题 1.2 

L.CLI) 去 证 $m — ki € RZ,X XO c EZ. 

(2) &m = mk MAI RZ — CR). 

2. 4 STE. [ERR hk C HK WE hk IET hki, BIE hk C KH, 
从 而 HK — KH , 同 理 KH — HK. 

充分 性 . 任 取 Akihiko € HK. EWE (hiki) hak) ! € HK, 
注意 利用 条 件 HK - KH. 

3, «l.i, — amb ma m.n € Zi 


4. ARERR BE G = dI. er ral, HP o RE A IE TI 

中 心 转角 为 的 旋转 ,r 是 关于 对 角 线 的 反射 ,i = 1,2. 
*5. JEfilE BE S, = (O2), 03) Om AEREI T E € 
O3 As vut EECA) BIA dXRASEECI2O C23) nune 1 nì 这些 
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对 换 的 乘积 (它们 可 重复 出现 ), 例 如,(13) : (023202) (232 3x H F 
Hif 1.1 的 第 12 题 的 结论 . 

(2) EB (D) panie, TH EGER kt Ti) 可 以 表示 成 
(122,CI23- nV RR RAEM), -r <j X n EBAH 
1.1 的 第 12 题 的 结论 ,例如 

(23) = (123-5 n) (122 (123: 8)! . 

(34) = (123-- n2(23)(123- 9) ', 


6.1) HF S, = 602, 032. (Ln? HIR E TR n] x s RBS 
SCTOU EIFE AR ER L DSL 032 254€ C172 C17). 
* (2) 只 在 去 证 任 一 3- # (yk) € (123), (124), , (C120). 
注意 利 几 习题 1.1 的 第 12 题 的 结论 . 
7. 计算 A^, AT, AS IP, BSCAB) 
8. G "RE£EIM T SER M Ja, b. EWE ab = ba. TEX 2 Erou fast 
Ab BA. 
*»9. HI uk E. B 8 GRA 2 阶 元 , 则 每 个 非 单 位 元 4 都 有 a ' 半 
a AR IGI. 
* 10. Æ UCZ,) "P.H Lagrange E EHHG KTA LER. 
11.6 FATA 1,2,3,6. EE 6 Br fg S SE Cao 的 所 有 了 于 群 为 : 
leis Ca (a^). Ca. 
12. S, HHA TRHA 
1 1), 0012)) ,06013)) ,6(23)), (023). S3. 
13.(1) A, 的 所 有 子 群 为 
ELY, CLRI) ,6C132 (2420) .£CT4)2 (2327. 
((123)) .((0124)5 4 (1342) (23407, 
1D 1226340, (1320242 (142023) 1. A4. 
x (2) ftl H EA, 的 6 阶 子 群 , 则 号 必 会 有 3 一 轮换 ,HE 中 3 
-轮换 的 数 日 为 偶数, 由 -= 4 或 2. 分 别 讨 论 > -4,7 = 2 的 情 


JE AIHA e. 
-14. E H f| K.— M. M c H.i$ H UAM, XE. HK 
: 0 


,| 
= JARI AK OAK = 0 i7 .但 计算 | HR ' 


习题 1.3 

l. $ f; R——R' 

pco, 
去 证 请 是 双 射 , 旦 了 上 保持 运算 

2. 二 计算 天 .2,3,4.5;6. 以 而 知道 ,2 的 阶 为 6. 外 此 出 发 去 
WLBH DUCES TEX. 

3. XE LOL de D REF EE fA is FIAT 4 B GERS 2S TRES 
ie. 

4, ERRARE S£ G 是 省 为 循环 群 . 

x $, iE VI 三 角形 的 对 称 ( 性 ) BE D; EREDE O = 11,2， 
3i 上 ,可 得 zo-*(123),r'*{12). 于 是 可 建立 D4 到 33 的 - -个 映射 广 
易 寿 出 是 又 壬 .分别 写 出 Da,S; 的 运算 关 ( 注 意 让 D3 写 S, WA 
的 排列 次 序 相 对 应 ) ,比较 这 两 张 表 可 知 了 保持 运算 .从 市 DS o S. 

6. 建 了 0 到 自身 的 一 个 映射 :rr t. 

ATI. 去 证 z 是 双 射 , 旦 保持 运算 

w gpk GCE ps. € GEE ey = w. 

7. XI HL te Bf 5j AE Az d RE AS Ta] P9 Ir] FJ R ET OUR LIE 
点 讨论 . 

8. HP V o ZU X ZU IHE zx V = Zx (Lx Z). WRA} 
Cab crel Ga b) E Fax Rx V MD X Z4 x Z; 的- 个 
[d Mg it S LM i Z x (Zi x X2 OL X Z2 x Zo XH E < 7a = 
Za. Ain USO OZ. x Za) X Zo © Xx Za dE US Ze X Zo 4x 
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Za AHIHI X: AR BS Pee PE BITS Pr E DEWI IC. 

9, HE XE FP BE 45 HE E A BEC [eL ER LORS. 8 BE PH ERE P GE E 

的 结论 可 得 

Ze X A m i a Zu ox Za 7 ES UR X ZA) SOL, x Za) 

Xs X E. 

*10. Doe A 12«ET/L o. EVE D, x ZA, A, Zo BTE 12 ToU. 
ARA a ERI 12 Bru BEUE- - 步 比较 2 界 元 的 个 数 . 

* 11. 24 n EAR EREE D, x Z 80— 1-22 阶 元 (7y,1) 8HSIH 
D, x Z; jT 2 Er CO, D. Ai ECOL DC, DG. D. H EIEH, 
D, X Z4 的 元 紊 可 可 成 下 述 形 式 : 

(CyB Ox ix 2n. y= 0,1. 

Mani EEED,SSD xzgqu ARA IA Xu rmm. 
*12.CD UF ”为 奇数 ,因此 - TE SO 于 是 SO, D if,- HH 
EISE O, = SO 11, 一 上 i. 

(2) 利用 第 (人 1) 小 题 结论 ,日 注意 上 ,一 中 


||? 


£5. 


习题 1.4 
LOO mur ; 保持 运算 ; 
(2) Ker = Zi Imf I OE Bm FT EC. 
2.1) 点 证 点 保持 运算 
(2) Kerg R Ime Ae SE c FMA C. 
3.{1) iE o 保持 运算 : 
(2) Kers SL,CF); LU] s ES], M Ime = F`. 
(3) 由 于 SL,CF) = Kerg, AUE SL, FP) <I GL, CF). 
(4) 利用 群 问 人 驴 基 本 和 定理. 
4.CID) 设 方 人 一天 十 让 Fr 二 天 2 了 Pa 天 0 去 证 
I Bra de BI or 4. Un —UX eR EL EH EE PIRE X ABE. 


2060 DEMER EE 


(23 E Fi) — a d bup ath EW fif; € HM 
m H< GG. 任意 给 定 E G, TERA E H. AWE hf! oc 五 .从 而 
H« t. 
(3) 令 51 G —-R' 
fF. 
其 中 fir) c kx tb. EIE a EWA; AR Kere; HAH P ij i 
本 定理 . 
S. 利用 第 1 题 的 结论 ,以 及 群 同 态 基本 定理 . 
6. 利用 第 2 题 的 结论 ,以 及 群 回 态 基本 定理 . 
7. bo: G X G —G 
(g.g H >g. 
去 证 e WA; ER Kero; A AR E SAEM. 
8. 由 于 人 中 每 个 元 束 gg 可 唯一 地 表示 成 g = hk, EPRE H, 
kE K.TES 
g: G — >K 
hk c--k. 
去 证 s 是 满 同 态 ; 去 求 Kerz: 再 利用 群 同 态 革 本 定理 . 
9. D,B,10 (0) 0: 3, 说 明 toY 4 DS. T RR EE D,a), Hi 
3 2. Ca, 2 D3;, 进 一 步 涪 明 D = 60). 
D, 中 ,去 计算 volo, sro e WMR O< Da T E R 
8 Dio) EETA 4, MAR) 22 D4. 说 明 o? RH RT LA RC?) 
二 TD; ,因此 P} = (5. 
* 10. 类 似 主 求 Ds 的 换 位 子 群 的 方法 ,可 求 出 
Dip q 三 ‘gy = Ca), Di, = i0). 
L1. 说 明 A, S,, FEARR S/A BA 2. EE Ay 二 54, 说 
Hi- e - 转换 全 六) AEH Mam Aa E S .因此 S; 0 A. 
12.00 4 23At, 5R S; 的 方法 完全 一 - 样 ,可 得 S, = A. 
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*13. 当时 ,对 于 4 中 仔 意 一 个 3- 转换 fallasas), 取 = 一 
(ujasaguga5) € A, r= (ajasa) € AWH Caraza) de RT. 
从 而 AG Al, FEAL- A, 

14. S,b A.D VbDblei. 

* 15. 考虑 如 对 Di: 的 一 个 映射 p, EERE T IEEE 
成 - 1, 去 证 g ROMS TEE IDE Kary; 然 后 用 群 同 态 菇 本 定型 . 

* 16.) WAH a ! CHO EZ. (ERR gig € a HD), 去 让 gigi! 
C a (HO, Fa (HO) < G. iE K £5 e ! CH). 

(2) 考虑 映射 o: H'—*o (HO. X p ESAMI BRUE jy 是 单 
8l. 

* 17. EEA Ea, b € 11,2, nd FERC— T3 — HR ik), UE 
Ck) B[ Xo B Cabt V CL xL PUn. a.b. gx 2) 的 乘积 .从 
而 A, HRAM: dlabh | T s nul Fabl A EL BB A = 
MS. 

任 肥 A, 的 -一 个 正规 于 群 N A jeji HE N = A. 

情形 1 设 上 只 含有 一 个 3- Pabe), KU abk) E N.H k 
£E a,b,c Am M-e N. Alti M SN. 

情形 2 设 只 中 含有 .其 轮换 分 解 式 中 至 少 有 一 个 上 一 轮换 ， 
Ha r4 Wo- (aluayca)0. € r = (Ca1a525). 去 证 人 altazey) 
EN .归结 为 情形 ，. 

情形 3 EN 中 全 有 o, 上 其 轮 挨 分 解 式 中 至 少 有 黄 个 3 一 轮换. 
ER e -(a,a;a:)La4a5a5)01. "P r = Caqagaad. EKE(Caqasasagas) 
€ N. HZ ARE 2. 

情形 4 设 上 只 售 有 ca, 其 轮换 分 解 式 为 = (ajara) AE o, 
是 一 些 不 相交 的 对 换 的 乘积 .去 证 {aiaicezi)y € 只. 归结 为 情形 1. 

Wm s BN ETT o, E EMP ARAZ R RER, B go = 
Ca as) Casaa)o, AIP o, EA To FH AE BUS] RE ER. Hx r = 


Ca uasa D. ZzWECa ai(asa4) € N.xtE-- 4B EübCauau5) EN X 
b Y gjara aa. OAAR 1. 
综 | 述 得 ,N = A AUE 4, EARE. 
* 18. 由 第 一同 构 定理 可 得 结论 . 
x 19, 计算 | ALCCIIO 1 ,可 得 S, = An, (12)). 


习题 1.5 
D. An t om) (ns r. 
2. Kila tomder — n *UÜm-*.r).0? =. 
3. 去 证 o ERR, 1L Fe $T 
4. 利用 与 所 有 n Ti E Bg np Az RISE EE E RERO EE CT 
BORER LAD), EHEN A Ar 1996 年 出 版 .第 238 H. 
补充 题 四 的 第 4 题 ) RTTS 
ZGL, (PÐ) = iRIi£ € Fi 
* 5.CI) HR 6 中西 个 元 素 e aa 其 中 
az + 5, a, Bijz l 
了 fs) - » MINELIS 


CT + d, 


EIE sin E 全 .然后 按照 群 的 定居 去 验证 G 是 一 个 群 ， 
(23 ae d: GLC) - 一 人 
PS —E a. 
Hh sale) = A|[ A o RRRA: ER Kery ;然后 利用 群 同 态 
kk vsu E. 
6.4 G/ZUG) = uN), KPN - ZCOG) MERC. y € G.A b 
Gym lylo e, 


7. 去 推 写 s € Z( Da, 1) e€—» reir = a) S nn nf 3k 1H 
ZEDs O 5 31 类似 地 ,可 求 出 ZUODu : ilu. 


x8. iE c € ZS) W) elde : (129.2 -2321 由 此 推 
i.e: (D. RIE ZG.) = CD HP n m 3. 


9.U, 2 《人 ,其 中 6 e U AEREA TET L6 ,条 ,由于 前 
ir] 4 HU ^E. BV, 70 R8 py, E nS 26 . AIE. Au ERS 只 有 了 两 个 m A. 


4 
LX 


U,- (p.bptc-e, 
,的 生成 元 恰 有 6 个 .由 此 可 求 出 Autt Ue) 是 6 MIA. 

10. Z, x Zdj Z^ 28[15:0,). 01,0), (1,1). Fi EFS c 82 Bi 
相映 成 2 阶 元 . 轩 此 有 6 种 可 能 的 选择 .它们 分 荐 对 应 于 5S; 的 6 个 
Be, EE r 的 每 一 种 选择 都 是 Z; x Z. 的 一 个 自 同 构 .因此 
Aut Z4 x Z4) 有 6 个 元 素 . 进 一 - 步 可 证 Aut(Z; x Z;) = S. 

e431. S471: 3 7 2 roc. ELI r 把 2 Erz CER 2 Ero. AE rA 
6 种 可 能 的 选择 ,它们 分 别 对 应 于 S, 896 ^ ER. ESSE r 的 每 一 种 
选择 都 性 S, 的 一 个 白 同 构 . 进 一 步 可 证 Autt S3) — S3. 

*12. HF o € Aul G) {ER a € AG), MATŠ x € 全 ,去 证 
eta)uc(a) 'a | = e. AM cla) € Z(G). H a(ZCG ID = 
FG). 

IER ry E GAIE olr y € GLAT CGO — GUA 
E s(Go-G. 

13. M57 H, Z Ds) = rie PiE Cp (o) = 40),1 P0 
Co) rtp or) = ilori l xy S&A 从 而 可 求 
KID)! sm o: sm Al Dsior) b xm j um A. it- Gp nupku. 
Di(o) iog’! Dsl) 9 1o. 1. X DD = Ii Mf Dslr) 
-owrziQx:idi.sTFREÉ D. TRA TESWEEOS. 

从 第 7 题 知道 .ZCD6) : 11.03, 类似 十 上述 方 法 可 求 出 ， 
Ds) = ino D.C) = lo? ,a Dala) = ie ,Dll) = 
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iti Delr) = ira ro ri, Delor) = iero t,o cl. TÆ DE 
ie THA. 
* 14. XEFE D; HHHX BIZ R Dona Aona 9 1 THES 
类 ETE: 
{fi daa ™ |, d e 1,2,77.m l. 
|a'z|O x; 2m- 2|. 
类 似 于 求 Ds AIR B 7r 3E 0118. D. Am € 3 ARX ,它们 是 
Ilia iio o^" I], P-—d.2.255.m-—1, 


2 1 
【zi ) T 


^ 


i jaryva2r am ! rj. 
15.1) 必要 性 .利用 习题 1.1 的 第 12 题 的 绪论. 
充分 性 . 仍 利 用 习题 1.1 的 第 12 题 的 结论 . 

(2) 从 第 (1) 小 题 的 结论 和 置换 的 型 的 定义 并 得 . 

16.4 的 分 拆 有 5 个 .从 而 Ss 有 5 个 共 恩 类 ,它们 的 代表 分 着 臣 : 
(1234),(123),(12)(34),(12),(1). 相应 的 共 恩 类 的 元 素 个 数 为 6, 
8,3,6,1. 

07. AP o, 与 6; 共 轿 的 必要 条 件 是 a 与 ss AW, [Ho AS REG 
^r A ft. 8880, (123) 55 (132) BRAN EE A, FTR. AH 
恩 的 必要 条 件 并 且 经 过 检查 得 ,As 有 4 个 共 轿 类 ,它们 的 代表 分 别 
E: 


z 4 
| r ,ea T.C T, g 


(19.122034), (1232, (132); 
Ti nz B3 3; Sg JS Ryo 3E T EI 1 ,3,4,4. 
18.» 一 轮换 = 的 共 固 类 的 元 素 个 数 为 (x — D T Mai C, (a)l 
= n. HEHH C, Co) = ie). 
[9. O, zc XS RA M RETE X 
ZIEL 
H0 8 «22,0 i e « xC EXE AR TOR R BOO. ERAN 


7 
SI GC — oge 
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高 救 社 1996 4: hi , 55 369 R). Os 时 两 个 元 素 共 固 也 就 是 这 两 个 秆 
阵 止 交 相 似 .从 而 可 求 出 O, HERRIK H 
1 ,0 nop X 2ml, i Agr Asus XO X m. 
20. 6 E. dE HJG.OMDSPEAC H, AW gE G. ghg ! 
E H.BI H (2 A WENA. 
充分 性 - 任 最 六 C H, AFRA HS g EG 有 ghg € H Mn 
gHg” 守 HH. 因此 HdG. 
*21.C0 5 的 分 匆 有 7 个 ,因此 S$S; 有 7 个 共 思 类 .它们 的 代表 分 别 
(09,122 (122 (34) , (123) , (123) (452 , (1234), (12345). 
相应 的 共 因 类 的 元 素数 日 为 1,10,15,20,20,30,24. 
(2) S4 的 上 正规 子 群 应 当 莽 一些 共 斩 类 的 并 集 , LT E 
RA S| HAFT, REFRE S, 的 单位 元 .出 此 推出 ss Pd Lir 
规 子 群 只 有 A. 
22. 因为 NIC, AARE G EN EMRAH. H Qs ÆG 
的 不 动 点 集 ,去 求 Ap. 
23. 由 轨道 一 稳定 子 定理 立即 得 到 . 
24. 利用 日 的 共 因 子 群 的 个 数 等 于 [G:;No(tH)]. E56 X 
| UgHg ^ BE 然后 用 反 让 法 . 

425. HERG 在 集合 G 上 的 左 平移 . 则 全 到 Sar 有 E E g. 
HG © Imé..Ime| =G] = 24. Alt Imy WA 2 Er oz, bt 
plad R pla) HEREA. W ple) 是 奇 填 换 . 然 后 用 习题 1.4 
的 第 14 题 结论 . 

x 26. 考虑 群 G (efe IE CGAZHO, 上 的 左 平移 .从 市 到 S, 有 - 
个 辐 态 s.p iie Kerg. 

* 27. 设 忆 有 一 个 指数 为 p BLUT EH UOS JERE G dEZERESECGZHD, 
LeAF. MA G 39 5, 8 — T le) e v. ub Kerg = H. 


2i2 HADET 


* 28. 正方 体 的 旋转 对 称 { 性 ) BE 6 作用 在 6 个 面 组 成 的 集合 WW 
LAT G BST CAAS Y W 的 一 个 置换 ,然后 用 Polya 定理 得 ， 
i) i 7E COS 

r 6x 3x25 +8 6x 2? € 22) — 10. 
因此 真正 不 同 的 染色 方案 有 10 个. 

*29. ES — 稳定 子 定 埋 中 已 证 明 ia o x) taG, E Gla) 
到 (GAG,), 的 一 个 双 射 .由 于 G 在 上 的 作用 尽 传 递 的 ,因此 是 
Q 到 (GAG,), 的 - - XX 81 den e (rp FPE XE EEG EQ 上 的 
传递 作用 与 G EGG, h 上 的 左 平移 等 价 . 

x 30. JE uESS o (RR E WEBER CR LA) UB XE OE. UN x H Rem 
MEIENI NAH. ER nom (ne) 是 N 到 NN 的 一 个 同 构 映 射 , 从 
而 N 2 N. 

*31. EikiCgi hi Gns s h1 5 6x, = Gao hi 。T(Sg2, 丰 2 $ 
Ce, yo (e eo (x y) = Cr, 30. Aix fet f Gx HiEQ x W E 
的 -个 作用 .可 让 

(Ox Hr, y) = Gir) x Hix); 
(Gx Hh, = G, x H,. 


JA 1.6 

L 去 计算 GB] Svlow 37- FERT RC. 

2. 与 本 节 例 1 的 证 法 类 似 . 

3. 去 计算 G 的 Sytow 7 - 子 群 的 个 数 r. 分 情形 讨论 .> = 1 时 ， 
[的 Sylow 了 一 子 群 是 正规 Pir = 8 时 ,去 计算 GG 的 7 了 阶 元 的 个 
E. 

a. 去 计算 G H SyowsS- T EE TX ~. 分 情形 讨论 -” 11. 
G E Slow 5 — CREEL FUEL r :6 时 .去 计算 如 的 5 阶 大 的 个 
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数 ;并 县 去 求 G 的 Sylow 3 - PIRH AE /进一步 分 情形 讨论 :y :- 
| 8J.,G IY Sylow 3 — THERET: = 10 8E, EHA G E33 Iron 
py X3 iR H F E. 

5. Md rd 2 即 得 . 

6. M ifm 2 即 得 . 

7. 去 计算 G IL Sylow 5 — FARA Slow 3 -PE MJA RX LSENEG 
的 Sylow 5 — TEA Sylow 3 — FERE IE IESU FAF, apmdcfF K.H. 
说 明 Ho =- ga), K A‘, H Q K = lei. X WE ab = ha. $t TH 
Elab , fg SERI 15 阶 寿 的 类 型 . 

8. 类 似 于 第 了 题 的 方法 . 

*9. 计算 21 阶 群 G 的 Sylow7 了 -于 群 的 个 数 计算 G 的 Sylow 
3- f BEI E e .分 情形 讨 伦 :r :: 1 时, 类似 于 第 7 了 题 的 方法 可 天， 
G ERR.: = 7 时 ,(2 EIR. EC G B9 — 7 Sylow 3 - FRE H. 
iH = ib). iW Sylow 7— FAEN = <a. AHNA H TIN 
计算 NH. AW NH: GAER o € Auc ND Lll o ELN 的 生成 元 
MEMET, MA T sla) £i 6 PPA RENDETE. ES E o 的 每 一 种 选择 
Eia: nS m mM. 可 求 出 Aur( NO 有 -个 6 Etoc, iC tE o. 由 于 
NIG BERT EN LEHER, CIT HAS 的 一 个 辐 态 
上 说明 WA 是 N 的 -AARM Imo AlN). B ga RR 
ib HOW] Awl NO 的 一 个 同 态 .计算 pol. ATH ph) o 或 
c^. AME CO) = c^. PAUL bah! = a^. AE G — «a,bla': BS 
e.bab |o a. 7$ 

f: NOH >G 
Cn.h)! anh. 
Jurg A Mat] NOSH 7 Gom T NE, H = dt 
Z- 5 gp I EAER, AT CZ £; 
RYE 21 阶 群 或 者 问 构 于 Zu ook APPETIT ZZ. 


g — T REAL LIBE N. HEX G RI Sylow p- PERI THEE (or TÉ 
EC) n uz 16nod p) Mz 1. EEPOS 7 8825 10 08 Jr i ES 
H G Æ pa Pilze. 

(2) B HE g= lilma p, We — 12x c — qur — TIELIRSERCU 
小 题 知 道 ,G EER. H: = gg 时 ,G RESA, Ho GAER 
Sylow q — TĦ N. 

+11. FÉ 1. p 2 q. iF p^q WIEG 的 Sylow p- T Ref 

数 ,可知 Sylow p- fSEIEH. 

情形 2,p < g, A G ffl Sylow g - 子 群 的 个 数 上 分 情形 讨论 ; 

(0) : = 1 ,此 B G 的 Sylow g- 子 群 正规 . 

Gi £21. r= 1+ lp eg; pp .去 计算 的 g 阶 
元 的 个 数 .关卡 镜 下 的 元 素 . 

i2. 由 于 1G| - p’;, 因 此 |Z(G)| SET. p SE p^ xk o ,排除 p^, 
和 这 丙种 可 能 情形 .内 此 ,ZX p. PERHE G/Z(G). 由 此 出 
ZR 后 .可 得 和 Z(G}. 

* |3. INM = pl, WH S, If] Sylow p CT SEGUE p.c GR4É 
Uso), E o Re p BTM o 79 p 一 轮换 .从 S, THp - 轮换 的 个 
Xu. 42K s, 的 Sylow 户 一 于 群 的 个 数 r.T& Sylow 2B Lok EH n] 23 iB Pr 
£n zie. 

x 14. [TR g € G.El y P E N A gPg T N. Aii gPp t 
It 的 一 个 Sylow p — 子 群 . 从 而 存在 nm € N .使 得 nCgPg PUR 
= PP 出 此 推出 ng € N.CP). 进 而 可 得 所 坚 的 结论 . 

x 15, BE Gl c: 25m (m ,2) = 1,4 2 0,3 好 有 一 个 循环 的 Svlow 
2- FRH (Go. YEE G 在 集 台 避 上 的 左 平 移 , 由 此 得 到 Gc 到 
S,,, 的 一 个 同 态 则 .说明 G= Img. Zu Img RA A eii, pr o7 Bi 
L.4 的 第 14 BER Img E HE OS 2 09 PEK OMAT o (KO REG 
EEPO 2 0 PA. Fab dime HARM, EIE QD. 


zjERHJfegRUEGEE 215 


习题 上 .7 


1. 12- 22 x S. A. ifj 12 Er abel SEB SI SEEN -T-H 342 fira[ fe :.27., 
31.12.2,3: . DUE 12 阶 abel E43 PAPP E A nl F4) B9 E99 LETT HER e 
Ezy x Za, Zi x ZxZ. 

2. 108 阶 abel 群 有 5 种 互 不 同 构 的 类 型 ,代表 是 : 

DR Kx FOX AS. Zy x fa x fa X fa, 

Z x b x Zp, LXX iX ry, Fux B X Ja x Z; X fi. 

3. 360 阶 abel 群 有 6 种 于 不 同 构 类 型 ,读者 可 目 己 写 出 它们 的 
代表 . 

4. 144 [fr abcl RE 10 种 互 不 同 构 的 类 型 ,读者 可 自己 写 出 它们 
的 代表 . 

5. 216 阶 abel 群 有 9 种 互 林 同 构 的 类 型 ,该 者 可 自己 写 出 它们 
的 代表 

6. (19 12.27.3,5,5,51; 

(2) 12,27.3.7,715 

(3) 12,2.2/,3,3,7]. 

7. 100 阶 abel 群 有 4 种 互 不 同 构 类 型 ,请 读者 自己 写 出 它们 的 
[& &. 

(1) 从 上 上 述 代 表 看 出 .每 一 种 类 型 部 有 10 阶 元 ， 

x (2) 100 Br abel BE G A Ir -F 10 897629 24 HEU G 的 初等 内 
f-312,2,5,5.. 

* 8. HEIZ. G] = n = piper p o RP pisos p EW AAD 
问 的 素数 ,考虑 G 的 初等 内 子 有 几 种 可 能 . 

* 9. i abel p - BE G BIET p". 


GG. x Za xc XA, 
B! PC p>? 


HHA a k esa ES B’ > 1 AHR G Wp RTTE ET 


216  LgBS8tipIoz ide 


€. 
*10. V ITET G = (a. laicis) a, E, mom ni 
一 E. x. Xon X Ks 


tE GERAT 412,2.-,2!.N m G dE MR abel 2. Bf. 
*]11. 与 党 10 题 类 似 V IPTE ETE REIR abel p — Rf. 


=Z 1.8 
ji. Cl), = or EE Z (2) wa = ziy Trig jq 
(3) teg — cv. 
N "" " 一 (^c i. P a H -一 i 
Lu E 2 - T H dtque wa a` v M 


x A. (19 Ha (I2), b= (1234). 1822 HL 1.2 [V] 8S UTILIS, 
= 4(12),€1234) HIE X = a,b: Æ S, Hj- T 'EINoU ES R = 
a7. b' (a6 PLAM RRE HP R IER IF BUT BE. A N Ex 
M FOX 8 S, mis g HR. RIEM N. AIAH M SN 
Fide 84m LEM 

CFUXOZMOUNZMQOT. FUX)/N. 
X Hc FOXOZNOZOSQJgAHE)QFEONOQ/ZMqES,| .24. 
T FOXO)/M = aM, bM) HE ELE TIR E 
(aM) = M, (bMY9 M, labMYÝ=M 
Eu | FOXOZM, « A8. i, N/ZMI « 2, Pi, N — M, uif 
FUXM/M X SQ. T E S4, la.bla?.6* (ab i. 

(2) Ha = (12), c = (234). F b = (1234) = ac IRE X, 
a.c 也 是 SHERE. S R C 10a? c taon A MS 
FIX 中 由 R, ^E IUS IF UE HE. m T 6 = a6. XIE FOX.) = 
FIX) ERE M, =- M. (F(X), M BL88 (0D obiit 从 | 而 FCX Mi 
= F(X)/M = 5, FÆ 
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Sí — ia.cia ^c .(QacY 
* 4. SA 3 BUY DO v RERO A HALO (UL . 
^. 
1 2 3 i 2 3 
bi bb. M 
图 4 1 


6. bi! ud JO EE 5b1 产生 置换 ( (1323. 

7. 56 UD ORARE. 0,001 5j S8 WEL SKAT o pP IER 
f (132). 

s. 


l 2 3 4 1 2 3 4 
i nu ^ — | | | | 


从 图 4 一 2 看 出 ,bpy = bab 
X 9, ip zou Bude d. BBC. Bn se Ke mo = ul GIR 
i" 并 且 在 zxZz 中 ,把 前 一 个 7 里 的 闫 与 成 1” E o z EIS m 


写成 1 ,以 表明 它们 是 不 同 的 元 素 
TEX. F- ZHE i. _ 个 对 应 法 Wi, EF a de Mi TB S. 


3]z 2.1 

L 去 证 S 对 减法 IRAHA. S 的 单位 扰 足 五 1 ， 

2ER = iuas a, TERR H- THESE 76a, .去 证 存在 某 
T a, 使 得 aa -上 ,从 而 a, 可 道 . 

x 3. 机 证 下 对 先 阵 的 减法 .乘法 封闭 ,因此 再 是 环 MtC) 的 - -个 
TR. TR AER I E IHE A € H.H A 0 0, uEBI A nf 
SAPE, IL A € H.JA TG HHA AEE N 8E. e H E-o T 
b. 

4. n 1 c I, W Yre R,.'r-r*:1€ I. 

5. 用 第 4 BH IE 

6. ER RE -AEF na, HC E a) = R. Eua 可 
X. 

7. Yt rjr € rad IE, WEE pn; € X ELE r € ry c I. 
RLHIILLDBGXGESBJSdU A -rE 了 从 而 ri 一 rz € redd.) WE 
Vr € R, lro" € I.M rr, € radi. 

8. 由 于 dEWCEUUIBNIETEdXEISEN n Hifas 0. 易 让 1 一 4 
RJ yi ， 

9. 用 了 dor VCSCRECETCIR IB SE ER IBUJ = radit. FÆ 
出 第 7 了 题 并 得 结论 . 

* 10. FEBR M,CDO 的 -ARA JL Jo (00. EüE / — M,CD). 
为 此 只 要 证 E, € Jp m ig mon afi T M, (D) PA- B 
= (b), E 


B= Ne E EJ. 


a 
7=- 1 ] 


习题 的 提示 或 将 去 2 
习题 2.2 


ite = big. di 


^ -[* de € 3 di 
- B 


gi — c 4 di 
( ü ^d 1 
= y el 
0 1 


E ü ü i 

E d bal | 

—] 0, ( 一 ü 
aE + bl t cf 0 dK. 


à — hi 


l 


( 0 E | Ü ME B 
0 -i -1 0 
SE A RRE tbla g * dK HAAKE -. 令 
gık —-H 

A = aE t bl * cf +t dK — "a + bi * cj * dk. 
LUE o 是 双 射 ,日 保持 加 法 ,来 法 运算 . 
2. (1), 0) 直接 按照 理想 的 定 久 去 验证 . 
3. X EÀ LIRIA ROY 116 1 10577 € ND. ma fin ix BA 3:15 A8 
当 于 一 个 连 { 或 -- 个 团 , 一 个 师 ， -个 军 ,…) ERIS 


4. AAOS 中 ,1 的 平方 殷 怡 有 4 个 ;一 41, £6: 4 的 半 方 根 恰好 
有 4 个 :二 2, 二 12. 
5. Æ Z/C52 中 ,2.3 都 没有 平方 根 . 提 示 : 


(a 1 (355) = 2 + (35) 


4 = (a + (5) =2+ (5 Hla + (DY = 2+ OD. 
#6, 利用 本 间 81 Aire 2. 


习题 2.3 


Ii IRE USBRI—ATIESSLIGGOO.dUIRBAdE Ea sv 


A -- 4 XE B ERU EN mir), RHE I = mir. 
2. pe A SH IE X nf uETS fü. 

3. ERL8UIZ/ O0) &—T BEI S rir + (G0 B Kerz = 
(300. RU HIA DEA ACE R HER" EB IU S roc asd Xe aL d oc 
D.1 7 0'. GE SR R 5| R A T IRE s. SpecR' 到 RR BELT 
Kers 的 所 有 有 来 理想 组 成 的 集合 有 一 个 O- MERE gi Pre I (PE 
HH R fd € Kero HIL AREP., A glat PH = P).GKIB ZZ 
f £2 1x (30) PE BB ds TEI A (20 (3 (5); ER ha H fa d 

SpecZ/(30) = 1(2)/(30) , (32 /(300 , (5) /(30) 1. 
4. HF pCG Aai BE CPC) 是 F[r]fuj— r4& KT81H. 
从 而 Flr] plr E TR. 
5. 由 于 pir) 可 约 , 因 此 
Fer) = fib xo fas r).degfiC r) < degf (x),i = 1.2. 
天 证 fO + GG) Æ F GD 的 菲 平 几 的 零 因 子 . 
6. 首先 找 矶 [zj 中 -个 2 次 不 可 约 多 项 式 n(x) — a^ + +1, 于 
E polri tmir 足 含有 4 个 元 素 的 域 . 令 u 0a (nC M 
Zo rn) Ousl + nt. 
BE] u? tui lE r] oca: DELE, TE u tutl 
= 0. Tfj u^ = l+ u 由 此 可 求 出 加 法 表 , 滋 法 衣 . 
7. 在 Yicl 中 找 出 一 全 工资 不 可 芍 多 项 式 mir). yl 
Z. vj/(mGr)) LA 9 ALR PS ER ERE. 
8. dk Yu a 中 找 -- 个 3 次 不 可 的 和 多项式 mir W 
Mir] imir d & 8 toI TER BE. 

&9. iE LER Bg— 73838, EL 1 07 (42, KE T — R.ZIE2 - (0) 
lO 民 A4) 的 一 个 韭 平凡 的 零 因 子 ， 

* 10.0) 9 

aid * fe 


M kc 十 一 个 满 同 态 . 从 而 
£ Kere 7 Ze. 
然后 利用 本 节 命 鹏 1. 
(2) WÈ R RESEXRIW) Ze unie SEE. RGAE uua. 
* 11. 452188 2.1 Bg?8 9 ER 的 各 等 根 rad(00 是 由 R ET NE 
SJUR EA AER R R AET, RET REEE XI 
iB P.M a € d P. 


RZ, Ra AR ROME -JEFE iS ARPS iala € 
Z 的 训 为 空 集 的 所 在 理 想 组 成 的 集合 .由 于 (0) € s, AE S Ex 
集 .S 对 于 集合 的 包含 关系 成 为 一 个 偏 序 集 . 任 取 5 的 一 条 链 
eg 其 中 上 为 指标 集 ， 
BD TBRE—ÓUESLISSELCILSEICIL4A-UL.À 


IE A EÉRBM—TIEBS.IHA 5Eiatls € Z'. fos. II. E 
S. ER A RET E -0 LÆ. fE Zom 9|] IE LS 8 — T HREK OUR PL H 
让 法 可 以 证 P RRE: F P AIRES. MAE be E R IEH be 
c PÆLE PILE P.SH (b)+ P.K — Ce) ! PARE P 
to H,P Æ H. WIE H € S. AKTE € S. 同 理 训 证 KK € S, M 
而 存在 a € K,FÆa E HK 但 是 
HK = (b)(c) 1 (pIP+ P(c) + PPS P. 
IUE HK jian € XH BJAE US SELF EL BETA P ER 的 一 个 条理 
BLOBHPLlatl» € X Emus SLM ma 全 了 ,因此 a € b 
r 上述 得 ， nu = radi). 

EVE TZ NACHMUCESE FEMIA RA E. I 

十 第 3 SB HE 
SpecZ/C1) Cp P n Cpu neo Cp A, 
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b uECp, In) Ep) Cn) "3 UH; j. pe 


` 


MN Cp) /Cn) i || ipad = pi pat pln). 


icd 


习题 2.4 

i. 注意 {pr n) tm — ni 2 2m. m t ni)(um- ni) —m'^ 
+ #8. 构造 -- 个 二 深 名 项 式 上 rr ,使 它 的 两 个 根 为 m -. 

2. 计算 (2, n Ln EEHB e 尽 史 个 右 娃 系数 多 项 式 的 根 . 

3. 由 于 =.+1 是 Oz 中 小 可 约 多 项 式 , 因 此 Ql i, 
中 每 个 元 素 可 唯一 地 表示 成 co + cii + cat, 的 形式 ,由 于 了 2) : 0. 
UE 22 z 1. Nin EESESS 

(568 € 3: - 1(215 2t 5 6) - 3205 + 61 - 2. 

(317—512! 2 q^ bi t c lE u,b, ARAE R Ba, 


- 2 a 1 3 
134,2 1! 0 7,2 二 c 
b.c. ACAL +2) E Ut 


4, C) RE GR CA?) Bü — T ME OF PLE ERCT , EAA GR CA) 不 是 
Amir o3 Z1 9o rt Dp AEA a ARH, 
(2) 可 直接 计算 w* ,a , 便 知道 u AJE. 

x (3) 1h THER a, tE Z, 8 ola - 5) = agla)talb) olab) 
= g(u)g Cb). B. o(1) = L Ult EE o Æ Zl r] E z|] A- T Til 
A. gd RR oo 是 满 射 ， 容易 证 明 gg BY SA Z ejjer) 到 
Zol rl GD 的 一 个 满 同 态 : g(r) + CKCOD. mgr e e). 

# (4) IH TF oCu) BIET Ib BUT RUPRE MA m Pu 的 阶 易 求 出 x 的 
Bf. 

* (5) iE F 2 Rr AE INI su = a! EEA a I ET BEA e dE 
TERE ZI xl1/CHCOD IBSet BEI ^E mL. 

* C6) 利用 第 {151 eR E iE.nIBESR ri = c. 于 是 2y1 = 2x5, Hil 
2(y, — xS) 2 0. MATE v oos = 28.8 € GRP). BE sly- yi) 


=0. 由 此 利用 第 (5) 小 其 结论 可 得 y| . yu 
* 《7) 利用 第 (6) 小 题 结 论 可 求 出 集合 
NER 2 ylz „y C Ud 


Hox TEE. GRF) | 比较. 


x 可 题 2.5 
x 1.CID WROC 了 工 去 证 工 对 减 东 封闭 , 且 有 吸收 性 . 
(2) wR oc s,HAüUEI "III S= 0. 
*2, 今 下 二 尺 x5. 在 工 中 规定 一 个 二 此 关系 一 : 
(as) — {ta ,ss ) yay — a's € [. 
去 证 一 REALA WARE T ~ tE SIR, Ela, ERT UT 
类 记 成 二 .在 S | g PHE 


A 3 iSo T Hrs é E a 102 


5| T 8152 7 81/053 SS 
去 证 上 述 定 闵 不 依 束 于 等 价 类 的 代表 的 选取 . 

易 答 证 S 1R 对 于 上 述 加 法 和 和 疗法 运算 成 为 一 个 环 . Emn 
O ginte 0. 单位 元 素 是 六 , 简 记 作 1 


c: R 一 一 性 IR 


易 验 证 5 是 - AHE . 


Jb a € Kerg «a € I. 
IER SC S. MibsQ- Soum, HERA HI. CUR 的 元 素 


一 可 以 表示 成 = f5 =- H. I = gata)o(s) . 综 上 所 述 得 ， 


5s S 


S'R ER XTESüAEAE. 


2234 HARER AE 


*3. 5 =Z (Op) ÆRES p TAR RR m 
WHET (Am e Æ Zg) sz AAA. S E a 
tj ofa) 3p sj. 
WEN a ESI e a(a) - S Es tz H opit. ie HE 
导 下 去 .可 得 SpR. 
S ZRISEA e 可 守 成 
uo rpo r.p 


rj x 5 l 


其 中 (Co,p) 1; € N.H s ES Ais, p) = 1. 


r = 


pa) 1 一 p, 
4 二 —p Hik 后 六 林道 和 tt D 


习题 2.6 

L.C1) 先 证 a BR — Nle) = 11, 从 而 可 求 出 .由 此 可 看 
Da MER N (a) :1 并 日 可 知道 Z| — 5) 的 所 有 单位 . 

(2) i$ Nla) = 9, E üE o 的 任 一 边 子 BB 为 单位 或 者 8 与 « 相伴 ， 
Mmi o dS E65. AHHAR T fiie uS BORSEUL,3 82 € v/- 5 SET 
uf £4 jc. 

(3) HF923-3,19— (2- - S) 2—- V/—S). FE 3|(2 
tw SH S Rho /-5) 343 31(2—- 
w — 8). X36 BE— Rh S 8p nj dE d OF Fr. DRUG 3 RE DC. 类似 地 可 
WE2-t.-3HW^ EX. 

(4) 由 于 3 是 不 可 约 元 ,但 是 3 不 是 素 元 ,因此 7Z[w — 5] P EE 

- 困 子 分 解 整 环 .或 者 由 于 9 = 3.3.9 (20V —- 5)(2- V — S) 
是 9 到 不 可 约 元 的 两 种 个 同 的 分 解 .) 

x (5) iE 3 52v -5 的 公 因 于 只 有 三 1 从 而 3 与 2+ 一 3 
4i KZSIM £L 1 4 EEEEC2 + / —5) = 1. 


假如 95613v-5 的 最 人 公 因 了 存在 . 叫 
(9.64 34-5) « (3-3,3(2- Vv — 8)) 
= E 3(3,2 +y 8) E3, 
不 妨 设 (19,6+3Y-5 -3 于 {24 5 1 v - 5 (6 
3% 一 5). AEO 1 V. l3, JB. 

2. U2, a 13 2 lrL JÀ 2 € (gelr iE, giad = 
+I L2 Ri plr) — 3 x 2. M glr € (Quar x 0) Wifi. 
pla) 22.T Qua? r 09: (OD. o^ 1 01 € (2) nEBGH T A. 
«3. & 8(a) 2 Nfa). iE a, B C Zl / - 1], H g7-0.Ml ag ! = 


Hoc viu. € Qo BUR m,n RB Im -— ux i le-se X i. 
€^ u— m. 7 v- na. TX 
a = By m +e) (n * gl = Bg tr. 

HB g = ono) ni € lilr = gie + 30. AE r € Zli]. ub or) 
< òM ,因此 Z[v -1T] 是 欧 几 时 得 整 环 . 

4. 国 为 s E HEGE FIC LED a? — m 4E QU] PET CIR 
Eeisenstein 判别 法 ). 

5. 去 证 R 对 减法 WEH. 


第 三 章 o 域 扩张 及 其 自 同 构 


2] 88 3.1 

bL.F(éa.g) — FCo)Cg .由 十 8 是 F 上 代数 元 ,从 而 也 起 Fa 
[的 代数 元 ,因此 FOSC B) /F Ca) EARP SK BI Fla. D FG A 
ARIK. E, Fiad FE. 是 有 有 限 扩 张 .因此 Fia, BF 是 有 限 扩 
张 . 从 而 它 是 代数 扩张 .于 是 FG, 中 得 个 元 素 都 基 F 上 的 代数 
让 .特别 地 .or + B.aB.eg (go 00 者 是 下 上 的 代数 元 


2260 SETETE 


2.01) 易 知 .ri 一 2 在 Q 上 不 可 的 ,因此 玉 - QE m ]/ C 20 E 
BE a - 2 0 K =Q). € KHP, 
-2 = (xr —- al(Gx * a. 
H RHE JWE ^ -—34 Kic, PREAM E- Klr]j/(z 3) 
是 域 . 令 8= cc (x5-3),W E = KC). EEP, 
r5-3-2(r-fMr:g. 
十 是 在 下 中 有 
Fir) 2 tr a)Cxr & a)iUr -Blr + B). 
#IL E = KCg) = Qll = Q(a. B) :Qta — a. B, -Bi 因此 
EQ fr) = (2 -2)(2^ 32 在 QQ 上 的 一 个 分 型 域 . 
[E:Q] - [E:K]IK:QI 2x2=4. 
(2) &50,,^-24EQ ER, TK = Ql] rt) E, 
Aag m r+ iri- WW K - Qa). EKP 
plx): ci -22 rar F al(z? + a”). 
用 反 证 法 可 证 rz + o) Æ Kll HARA AE E = Klci/0r4 
o) 是 域 . 令 8= + 人 clay E KO). dE E 
Pr 
JRH E = KO -Qla A) = Qla, p) = Qla,- a.B. — B). AE 
E/Qdé fCx) 在 人 上 的 -THAR , H. 
LE;Q]- L.E:K]LK:Q! 
—2x4-8S. 
3.) XL HIS E 8 3 REGE FE TRU AR T E F2. RE FR 3 nETS IER IE. 
(2) EX g(a.B) = flag). Ya, p € GF(q"). Ell gla, p) 是 
域 GFP) 上 线性 空间 GFC") 的 非 退 化 对 称 双 线性 划 数 . 然后 利 
HREF s X dag SEIUECCI D? 78 322 页 的 第 S 是 结论 . 


习题 3,2 
(D 类似 于 习题 4.1 第 2 题 (2) 小 题 的 方法 可 得 .及 = QW2. 


三 题 的 提示 或 符 守 227 


Toho) He o D1+Y3) ,LE:Q -2x3 - 6. 
(2) UF E E CUIR BI 3 KEMA f(x) = 2 一 2 在 QQ 上 的 分 
发 域 ,因此 EQ EME hE K. AA m 
Ga(E/Q) = [E:Q; - 6. 
XH F Gall E/E G o G, 是 pir) 4E Q E BILE AHE, E ARE 
在 (GO 的 全 部 根 组 成 的 集合 - 22e 271 FISHER LU 
此 G, = 5S;, 从 而 存在 t,o € Gall E/QO ,使 得 
cG2) = YI, rw) = 12, 
o(42) = Jla, aw) = 42w. 
于 是 可 得 出 ,GaltEAOQ)= reg? 7 11,0,6 7. co, co^ | 
2. Gal( F,j/F3)2 (or, JEP oala) = d Va € Fr. 


习题 3.3 

|. HERE ER BR GF(27) 的 方法 便 可 找 出 一 个 本 原 元 素 . 

2. 直接 用 本 节 公 式 (8) 进行 计算 ,这 里 p = 2. 

3.0) 直接 验证 . (2) 用 反 证 法 . 例如 x — y,. M V. € 
GF(g); 有 y, Ca = galr). REFIERE Tr E GF tg) 到 GE( p) 的 
Wi 5r. ur E Hn E 
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( 按 名 词 所 在 页 码 出 现 的 先后 排序 ) 


AJ FERFE symmetry} 1 

FI — A E (equilateral triangle) 1 
TEHE 4 Pi sometry) 2 

Hfüigroup) 3 

单位 元 素 (identity element} 3 
ihgnxXE(nveere) 3 

RIFERITE H (symmetry group). 3 
Y- E dh HE BÉ (plane crystallographic 
group) +4 

ji; RAE RE wallpaper group) 4 

“T faj dh fd SE {space crystallographic 
group) 5 
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Hifrtuni) $ 

hhCfeld) 8 
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APAY nwrad) 1l 


üt Corder) 12 
HEFER leyele group) 13 
E Eigene rator) 13 
TRIER n DR ODER (pnmitive nth roc 
of unity} 13 
AR (relations) 15 
-E fF HE (dihedral group). 16 
$i AFl group of unita} 16 
NE SS PESE (General Linear Group} 
lh 
TrEEKTGEECSpecal Linear. Group) 
EU 
ILLAE RE Orthogonal Group). 17 
HE L Z PF Sperial Orthogonal 
Group) — 17 
FEER(Unuary Group)? L7 
Tj PR dfiSpecal Unitary Group? 17 
ib PFEF‘ Matrix Groups? 17 
广 转 本 Cmtstion group? 17 
T EH AF {full transformation group ? 
17 
T Hi purmutation) 17 


n JEE PR Cpermutanion en n letters? 


17 

n JLX] PR BE Coyrainetnic group on n 
letters 17 

r- ir- cycle) 19 
Xffi(trans positum) — 20 
APR ASi disjomt) 20 

W E even perriatation).— 23 

奇 置换 (ord pernurateony 23 

7r WECalernating group) 23 
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a vwelve sided base) | 23 

Ez regular hexagon) 23 
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E Jr fEleube) 24 
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E «dH group of permutations} 26 
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hy) 27 

CES HS AE n Fo ES (uet of generators for 
(2) 2 
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group? 27 
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Apai gc) 32 

Ac gg SR eft quauent set) 32 
DPA ngh coser). — 32 


fs ER s Cri ht quotient ser) 
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fü Cndex) 33 
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Theorem) | 34 
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Ei füidirect sum) 44 
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VJ Ei Cinternal direct sum) 48 
FZ (homomorphism) | 51 

is HI A epimorphism} — 51 
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HEX (embedding) 51 
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Ñ E (quonent sa) — 56 
TüBÉCauotien: group) — 56 

Fi TR [8] S € natural. homomorphism ) 
57 

bx HE [El Zu canonical homomorphism ? 

57 

Hi NE(simple group) 60 

Wft F (commutator) 61 

Hir FüECCommutator subgroup? — 61 
ti (derived group) 6I 

TEPA derved groupe serica? 643 
FI #H i olvable group) — 63 


OR fO enmidireet product) 66 
作用 (faction1 67 

忠实 的 (faithful》 68 

A H ilef translation) 69 

JHE tE JH (conjugation action) 70 
Hi {centre} — 70 

A [n] {automorphism} — 71 

r3 i lHa inner automorphism? — 71 
B EtA l automorphistn group) — 7t 
$h iB (orbit) 72 

{E G l transitive) 72 

谋 性 空间 (homogeneous space) 72 
Hetu Æ {conjugacy class) 73 

AEG y class equation} 73 
AES cc E (conjugacy elements). 73 
稳定 子 fstabhilizer) 73 

中 心 化 子 {eentralizer} 73 

特征 fJ R {characteristic subgroup ? 
TU 

型 fiype) #0 

^rTriparutin) SO 

止 规 和 化 六 (normalhizer} 80 

^x frfüj]Cequvalent) | 

3k gifFHiCproduet action) 82 

Ug n quaternion) — 88 

PU oo SE Cquaternion field} — 89 
Ug dA EÉquatermon group) — 89 
H3 A PGolemeniary divisors) 93 
HA RO 9. minimal set ol 
generar.) Y3 

闭 等 abel p- #f (elementary abelian 
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p-group] 100 

秩 frank) 100 

A H abel SéCfree abelian group? 100 

H I8 ^E RE on SÉ Cree sex of generators) 
102 

H h #F {free group) 102 

"E(word) 102 

BE EJ reduced} 102 

室 字 (ernpty word) 103 

由 总 生成 的 自由 群 (free group 

generated by X) 103 

— fl XE XA SE (a set of defining 

relations) 106 

RH presentation) 107 

在 限 去 现 的 ffitnitely presented) 107 

H & É£ ic (Combinatorial Group 

Theory) 107 

F {braid} 108 

X$38 $í braid intex} 108 

iF brad group) J10 

H F demenmary brads} 110 

E Affre product} 113 

AEAF ileft zero divisor) 114 

HAT irght zero diviser) 114 

E {Commutative domain} 114 

BEP i division ring} 114 

F EBÓRubnng) L15 

Æ A {zero point) 117 

i8 Hh H i hypersurlace} 117 

fh 54 BH th ru Caffine hypersurface ] 

117 


Tomi Eka plane curve? — 117 

LiB C Rurfaco) — 117 

[EX a Calgebraic variety) 117 

(551 1X ER (alfine algebraic variety) 
117 

{E 8E JLi algebraic geometry? 117 

HP (idea) 118 

Æ EHE left ideal) 118 

i: PL (night ideal} 118 

ffR(SGmple ring? 618 

Hi S ^F RU H (ideal gencrated by 

m3 [I9 

二 理想 fprincipal ideal) — 119 

TpX&(coprime) — 121 

根 tradicaly 122 

TLECGÓnüpotent element) 122 

AER mlIradical) 122 

商 环 {1quottent ring) 123 

HE Ei residue class? 123 
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A i prime ideal) 135 

H spectrum} 135 
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136 
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Hob SIE XA (nunimal polynomial ? 

145 

fer $i algebraic number? 146 

AH BG E (transcendental number) 146 


[CE d M i algebraic integer) — 146 
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146 

^y [E] Tii (eveloatomic fold} 146 
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R) 147 
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147 
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independent? — 150 
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150 

A JE eR TE E, (rational function ficid) 

152 
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-Æ (factor Bk divisor} 156 

fX (multiple?) 156 
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E [H -F (proper factor) 157 

半 凡 因子 firivial factors} 157 
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nf £4 hI C reducible) 157 

X JLi prime element? 157 
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Ek D T Cgreavest common divisor) 
138 

uk -AF ArtR ES Eje (Cumque factonriza 


uon donin) 159 
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IH f tA fT Glivisor chain condition) 
| 59 
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162 
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163 
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164 
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integers] 170 

fdWCenbüeld) — 171 
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威 扩张 [ficld extension) — 171 

fa] f& Cintermediate Geld? 171 
Æ Whi prime feld? 172 
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单打 张 ! 4mple extension} 172 

K & F FÉR degre of K over FÌ 
173 

& BRE E (finte extension) 173 

Jti hasis E73 

[Ed SECalgebrsie extension 173 

8S (C38 D^ SE Cumple algebraic 

extension). 174 

Hg d T E ample ranscendental 

(xtension).— 174 

^p plttung Te 176 

$8527 Ei Galois fields? — 182 

JE HEH GE (normal extension? 182 

日 好 的 Cscparable) 184 

BJ Aii TE separable extensen? 184 

Au b i fiwed feld) 188 

WE FL EF Oaks group) 190 

W E TLI i Galois extension) 10 

Frobenius Bl [8] 4 ( Frobenius autoriorp- 

him} 194 

E JG pnmitive element) — 195 

Hhitrace? 196 
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